Olivier Coquand (LAMPS)

Compléments de mathématiques : Algebre linéaire

Avant propos

Ce cours a été présenté a l'université de Perpignan Via Domitia en classe de Licence 3
dans les parcours physique-chimie et sciences pour 'ingénieur (parcours énergie-matériaux et
électrotechnique et applications) au premier semestre de I’année 2023. Le volume du cours était
de 15 heures de cours magistral, et un nombre égal de séances de travaux dirigés.

La difficulté principale lors de 1’élaboration de ce cours a été la tres forte hétérogénéité, a
la fois en termes de niveau, mais surtout d’attentes des éleves de ces différentes formations
vis-a-vis de I'enseignement dispensé. Ainsi, le choix qui a été retenu a consisté a dispenser un
cours de nature plutot fondamentale, dispensant aux éleves en ayant besoin les bons mots-clés
pour les aiguiller dans la suite de leur parcours, combiné avec des exigences plus tournées vers
I’application des concepts clés du cours (voir le bilan des compétences exigibles en fin de docu-
ment). De cette maniere, il est possible de suivre ce cours en laissant de coté ses applications
les plus abstraites pour s’appuyer sur les nombreux exemples d’application afin de construire
son savoir faire dans la matiere en question. Les notions étiquetées a 'aide d’une étoile bleue
Y sont des notions dont la définition n’est pas a apprendre par cceur, mais qu’il faut savoir
manipuler dans des cas concrets une fois la définition rappelée.

Parmi les étudiants ayant suivi ce cours, certains n’avaient jamais suivi au par avant de cours
d’algebre linéaire. Ce cours reprend donc les choses depuis les bases, et peut étre lu et utilisé
sans pré-requis.

Concernant les travaux dirigés, la feuille numéro 3 et les trois premiers exercices de la feuille

numéro 4 sont résolus par les étudiants en autonomie, seuls les résultats finaux sont exposés au
tableau.

Cours n°1 : Des vecteurs aux matrices

I ] Rappels sur les vecteurs

Pour commencer ce cours, rappelons quelques notions simples de mathématiques qui doivent
étre maitrisées afin de comprendre le cours. Tout d’abord, rappelons la signification des symboles
suivants :

e VYV : < pour tout élément > tel que ...
e J: «il existe un élément > tel que ...

e J!: «il existe un et un seul élément > tel que ...
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o = : élément « implique » propriété ...

e < : ¢élément 1 «est équivalent a » élément 2

Les nombres réels ! seuls sont appelés scalaires. Cependant, en physique par exemple, il est
parfois utile d’étudier des objets qui sont des combinaisons de scalaires. Ces objets, appelés
vecteurs peuvent eétre représentés de différentes facons :

Géométrique Algébrique

V1

o | v2 | e R3
U3

FIGURE 1 — Deux représentations d'un vecteur.

Les deux représentations, géométrique et algébrique, sont totalement équivalentes.

Les vecteurs sont des objets omniprésents dans les lois de la physique.

B Exemples : Principe fondamental de la dynamique F - m @, loi de Maxwell-Faraday

wi(B)=-2

Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous écrirons les vecteurs sans fleche, sauf dans les
cas ambigus.

Comment définir une structure mathématique permettant de
traiter les vecteurs et les opérations associées ?

I1] Espaces vectoriels

% On appelle espace vectoriel sur R? un ensemble E ayant les propriétés suivantes :

1. Dans la suite, & moins que cela ne soit explicitement signifié, I’espace vectoriel de travail est défini sur
le corps des nombres réels, dans un souci de rendre les moins abstraites possibles les structures étudiées ; mais
tous les développements présentés se transposent sans probleme aux nombres complexes.

2. ou sur C.
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e il possede une loi de composition interne (qui compose un vecteur avec un vecteur),
notée « + » vérifiant :

— commutativité : Va,be E, a+b=b+a

— associativité : Va,b,ce B, (a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
— existence d’un élément neutre : 30e £ : a+0=0+a=a
— existence d’un inverse : Ya€e E, Ja e FE : al+a=0

e il possede une loi de composition externe (qui compose un vecteur avec un scalaire),
notée « - » vérifiant :

— distributivité sur Uaddition : Ya,be E, YAeR, X-(a+b)=X-a+\-b
— distributivité de Uaddition des réels sur-:VYae E, YA\, ueR, (A+p)-a=Xa+p-a
Notons qu'ici <« + > dénote la loi d’addition sur R, et non entre vecteurs de F (la

notation se justifie car R est un espace vectoriel sur R, ce qui veut dire que les
scalaires peuvent étre pensés comme des vecteurs d’un espace particulier).

— distributivité de la multiplication des scalaires sur-:Vae E, VA, peR, :(Au)-a=
A(p-a) = p(A-a)

— emistence d’un élément neutre : 31 eR : Vae E, 1-a=a

Pour que les lois ci-dessus soient des lois de composition, il est nécessaire que le vecteur résultant
soit un élément de I'espace de départ E.

B Exemple : F = R2.

La loi d’addition est la loi d’addition habituelle sur les vecteurs :
+ R? x R? - R2
1 Y1 > z4y= 1+ (1)
z2 )\ Yo To+ye |

La loi de composition externe est la loi d’homothétie habituelle :
R x R? - R2
Y1 Ay (2)
A, Ay = .
)] e ()

Il n’est pas difficile de vérifier que ces lois ont les propriétés énoncées ci-dessus, qu’elle héritent
des lois d’addition et de multiplication sur ’ensemble des nombres réels.

De maniere générale, pour toutes les valeurs entieres de n, R™ est un espace vectoriel.

Définition : F' est un sous-espace vectoriel de (E, +, ) si:
o FCF,;

. (F, +, ) est un espace vectoriel.

En particulier, le second point de la définition impose que F’ soit stable sous I'action de + et
de -
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B Exemple :

e Soit £ =R3. E est un espace vectoriel correspondant a I’espace physique habituel. Dans
cet espace, il n’est pas difficile de montrer que R? est un sous-espace vectoriel de E. Cette
propriété s’étend a tous les plans de I'espace passant par l'origine (I’élément neutre de la
loi d’addition doit étre présent dans I’ensemble considéré). De la méme fagon, R est un
sous espace vectoriel de R?, de méme que toutes les droites contenues dans R? et passant
par lorigine. Enfin, {0} est un sous-espace vectoriel de R, R?, et R3.

e Tous les plans de 'espace sont des espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels de R3, &
condition que ceux-ci passent par l'origine. En effet, si 0 n’est pas dans l'espace choisi,
alors la loi + n’a plus d’élément neutre. Y Un tel plan est alors un espace dit affine,
car il peut étre décrit comme la somme d’un vecteur particulier et d’un espace vectoriel.
Dans la représentation géométrique des espaces vectoriels, il s’agit de la généralisation
naturelle de la notion de droite affine.

z

FIGURE 2 — Le plan (zOy) est un espace vectoriel. En revanche, le plan bleu, qui ne passe pas
par O n’est pas un espace vectoriel car sa loi + n’admet pas d’élément neutre.

e La boule unité n’est pas un espace vectoriel. En effet, la somme de deux de ses vecteurs
peut avoir une norme supérieure a 1 et se trouver en dehors de la boule; elle n’est stable
ni sous +, ni sous - . De maniere générale, pour les espaces vectoriels admettant une
représentation géométrique, nous pouvons retenir qu’a l’exception du singleton {0}, tous
les espaces vectoriels ont « une taille infinie » (nous n’avons pas encore défini les objets
pour pouvoir donner un sens rigoureux a cette affirmation, mais nous pouvons retenir
cette heuristique en attendant).

FI1GURE 3 — La boule unité n’est pas un espace vectoriel.
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Pour résumer, nous avons jusqu’a présent défini la notion d’espace vectoriel, dont nous allons
voir qu’elle est la « bonne » structure pour effectuer des opérations sur les vecteurs. Les vecteurs
habituels, tels que ceux représentés sur la Figure 1 sont des éléments de R™, qui sont bien tous
des espaces vectoriels.

I11] Représentations d’un vecteur

—
FIGURE 4 — Représentations du vecteur OM dans deux bases différentes.

—>

Examinons la figure 4. Sur celle-ci, le vecteur OM est décomposé dans deux bases différentes

{z’, J } et {z”, j’}. Il apparait clairement que les coordonnées de ce vecteur dans ces deux bases
sont différentes (par exemple, x>0 et 2’ < 0). Comment bien caractériser un vecteur ?

1) Familles de vecteurs

Soient {/\l} n scalaires, et {vl} n vecteurs de F.

1<i<n 1<ign

Définition : La famille de vecteurs {vz} D

appelée famille libre de vecteurs si et seulement si :

V(AL An), (ixi-vizo) < (M=..=1,=0). (3)

Définition : La famille de vecteurs {vz} est dite famille liée de vecteurs si et seulement

Si:

1<isn

H{Ai}lsign : [(2)\1'&,:0) et Ell() : )\io ¢0‘| . (4)

Dans ce dernier cas, il est possible d’exprimer 1'un des vecteurs comme une combinaison

linéaire des autres :
1 n
Uioz_)\_(Z szz) . (5)

10 =10
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» Définition : La famille de vecteurs {vz} , est dite génératrice de E si et seulement si :

1<ig

VCLGE,H()\l,...)\n)EICLZZ)\i'Uz‘. (6)

i=1
L’espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs est noté :
Vect[(vi)lgign] . (7)
B Exemple :
La famille {ez, ey} est une famille libre. Elle est génératrice du plan R2. En revanche, elle n’est

pas génératrice de 'espace R3, puisque le vecteur e, par exemple ne peut s’exprimer en combi-
nant e, et e,.

La famille {ex + €y, 60— €y, + ez} est une famille liée de I'espace.

» Définitions : Une famille libre et génératrice d’un espace vectoriel est une base de cet espace.
Si une base contient n vecteurs, alors n est unique, et s’appelle la dimension de E 2. Dans ce
cas, on notera :

dim(E) =n. (8)

Théoreme : Toute famille de vecteurs contenant m > n vecteurs est nécessairement liée.

Théoreme : Toute famille liée de n vecteurs dans un espace de dimension n ne peut étre
génératrice.

Les démonstrations de ces théoremes sont simples, mais laissées en exercice. Les éleves ayant
des difficultés a les démontrer sont invités a prendre le temps de bien comprendre les exemples
d’application suivants.

B Exemples :

e La famille {ex, ey} est une famille libre et génératrice de R2. C’est donc une base de R2.
Par conséquent, dim(R?) = 2.

e La famille {ey +es,6y— ez} est une famille libre et génératrice de R?. C’est donc aussi une
base de R2.

e La famille {ex +ey,2- e, —sin(9) - e,, - e, + cos(3) - ey} contient trois vecteurs, soit un
vecteur de plus que la dimension de R2. C’est donc une famille liée de R2. Cette famille
est une famille génératrice de R? (tout vecteur du plan peut s’exprimer en fonction de ces
trois vecteurs), mais ce n’est pas une base de cet ensemble.

Cette famille n’est pas génératrice de R3, elle n’est donc pas non plus une base de 1'espace.

e La famille {ex, €r+2-ey,6,+2 €+ 3" ez} est une famille libre et génératrice de R3,
elle constitue donc une base de 'espace, et nous avons donc dim(RR3) = 3. Cela est bien
compatible avec ce que nous pouvons déduire de la base canonique de ’espace {ez, €y, ez}.
De maniere générale,

dim(R") =n. (9)

3. Sauf mention explicite du contraire, ce cours d’introduction s’intéresse uniquement aux espaces vectoriels
de dimension finie.
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e La famille {ez —€y,Cy =€, €, —ex} est une famille liée de I'espace R3. Ce n’est donc pas une
base de I'espace en dépit du fait qu’elle contienne autant de vecteurs que sa dimension.

2) Somme directe d’espaces vectoriels

Soit £/ un espace vectoriel, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Définition : F' et G sont en somme directe dans E si et seulement si :

a=b+c
Vae E, 3(b,c) : {beF (10)
ced

Dans ce cas, on notera ' = F & G.

Définition : Soit {6i}1<i<n une base de £ = F @& G, et f =dim(F), de sorte que {ei}
une base de F'. Alors {ei}f+1<i<n est une base de G, et la base {ei}

décomposition de E en somme directe de F et G.

L<i<f so1t

L<icn €St dite adaptée a la
isn

B Exemple : La base canonique de R? peut se décomposer en une base du plan (xOy) et une
droite dirigée par vecteur donnant ’altitude e,. Nous pouvons donc écrire R? = R?2 @ R, et
{ex, €y, ez} est une base adaptée a cette décomposition.

Notons que de la méme maniere, {ez, ey, ex} est également une base adaptée dans la mesure ou
Vect[(ez, ey)] =R2.

Cette décomposition peut également étre écrite R3 =Re® R & R.

La base {ex — €y, €5+ €y, ez} est également adaptée a la décomposition R? = R? @ R, puisque les
deux premiers vecteurs forment bien une base de R?, et le troisieme vecteur n’appartient pas a
Vect[(ex — €y, 6y + ey)]. La base {ex — €y, 6y + €y, €65+ ey}, bien que mélangeant les vecteurs du
plan (zOy) et de l'axe z est tout de méme une base adaptée car : (i) la décomposition d'un
vecteur de R? dans cette base est unique, et (ii) Vect(e, +¢,) = R.

Tant que nous ne précisons pas plus en détail a quoi peuvent correspondre géométriquement
les sous-espaces R et R?, toute base de R? ne peut étre qu'une base adaptée a la décomposition
en somme directe. Ce résultat peut étre intéressant a montrer pour vérifier si I’on maitrise les
notions du cours abordées jusqu’a maintenant.

3) Changements de base

Revenons au probleme posé au début de cette section. Nous avons établi que les coordonnées
d’un vecteur ne sont pas uniques; en revanche, la combinaison coordonnées + base est
unique. Ainsi, un vecteur peut étre caractérisé par un ensemble de coordonnées et de bases,
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qui sont reliées les unes aux autres. Nous allons maintenant nous concentrer sur les liens entre

coordonnées des vecteurs dans différentes bases possibles.

Soit {ei}

1<i< NS

S|
.M:

S
Il
—_

;- €; .

Considérons a présent les coordonnées du méme vecteur a dans une autre base {eg}

o
I
=
&
o

S
Il
—_

Soient {(e;) } _les coordonnées de e dans {ei} . Nous pouvons alors écrire :
77 1<g<n ? 1<i<n

X

/ !

n
!/ !
a; ). (ez‘)j "€j

J=1

S

<
Il
—

M-

<
I
—_

n

14 14
Z@z’(@i) €5,

1Li=1

M-

J

soit, par unicité de la décomposition dans une base,

(), af (1)

., une base de E, et a un vecteur de coordonnées {ai} L<i<n dans cette base.

1<ign

Il apparait donc que le passage d'un jeu de coordonnées a un autre se fasse a I’aide d’un objet
pouvant étre représenté par un ensemble de nombre a deux indices, qui sont donc représentées
sous forme de tableaux appelés matrices. Dans le cas particulier traité ici, nous pouvons définir
une matrice de changement de base &, telle que I’élément présent sur la ligne i et la colonne j

%

soit &;; = (e’)j, ou
En &2 . i
En Exn ... Eop

8111 5n2 gnn

I1 est alors utile de représenter les vecteurs sous forme de colonnes :

511 512 gln Clll 1711

En & & al > (e‘) al

_ r_ 21 22 - 2n 2 _ 1)o7
a = 6 -a = ° — i=1

5n1 gng g,m a’

(12)

(13)

(14)
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Il est d'usage d’utiliser le symbole « - > pour la loi de composition entre une matrice et un
vecteur. En principe, le contexte empéche toute confusion avec la loi de composition externe.

La notation matricielle permet de représenter de maniere compacte un ensemble d’opérations
(toutes les sommes sur chaque ligne du vecteur résultat) en représentant I’ensemble des nombres
utilisés dans un tableau. Cette notation permet de simplifier grandement 1’écriture et la réalisation
de calculs en supprimant les trop nombreuses sommes. Cela est particulierement utile dans le
cas d’une opération de changement de base par exemple (voir TD n°1).

IV] Conclusions

Dans ce premier cours, nous avons introduit la notion d’espace vectoriel, qui constitue la
structure mathématique adaptée au calcul mettant en jeu des vecteurs. Nous avons montré
qu'une bonne fagon d’analyser la structure interne d’un tel ensemble passe par l'introduction
de bases, dans lesquelles la décomposition d’un vecteur est unique. Enfin, nous avons illustré
comment I'introduction de matrices permet de simplifier grandement une partie des opérations
réalisées sur les vecteurs, qui mettent souvent en jeu de nombreuses coordonnées de maniere
répétitives. Dans la suite de ce cours, nous allons nous intéresser plus en détails aux propriétés
de ces matrices, et des espaces mathématiques dans lesquels leur représentation est utile.

Cours n°2 : Opérations sur les matrices

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion d’espace vectoriel comme structure
naturelle pour manipuler des vecteurs. Nous allons dévoiler au fur et a mesure de ce cours que la
notion de vecteur, tout comme la notion d’espace vectoriel, a en réalité un spectre d’application
beaucoup plus large que sa simple représentation géométrique dans I’espace utilisée en physique.
Par exemple, nous allons montrer que les matrices elles mémes correspondent a des « vecteurs »
d’un espace particulier, et que toutes les structures exposées dans le chapitre précédent nous
permettent de définir et comprendre les opérations de base sur les espaces matriciels.

1] M,,,,(R) comme un espace vectoriel

1) Définitions

Définition : M,,,,(R) (respectivement M,,,,(C)) est 'ensemble des matrices a n lignes, m
colonnes, et a coefficients dans R (respectivement C)*.

B Exemples :
10 3
(2 17 )GM“(R)

( S _OZ )EMQQ(C)

4. En réalité, il est possible de travailler avec des espaces plus généraux, mais dans le cadre de ce cours
d’introduction & ’algebre linéaire, nous préférons laisser de coté ces subtilités pour se concentrer sur les cas les
plus fréquemment rencontrés en physique et sciences pour l'ingénieur.
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Un vecteur est un élément de M,,;(R). La notion de matrice est donc le prolongement

naturel de celle de vecteur.

M Exemple :

a=1 0 € ngl(R) .

Un cas particulierement utile et répandu est celui des matrices carrées, de 1’ensemble

My (R) = M, (R).

2) Loi d’addition sur M,,,,,(R)

La loi d’addition sur les matrices est définie de la fagon suivante :

- (A, B) — A+B
All A12 Aln B11 Blg Bln All + Bll Alg + Blg Aln + Bln
A21 AQQ A2n Bgl BQQ Bgn o A21 + Bgl AQQ + BQQ Agn + Bgn
Anl An2 Ann Bnl Bn2 Bnn Anl + Bnl An2 + Bn2 Ann + Bnn
(15)

Cette loi pourra également étre écrite de la facon suivante :

C=A+B < [CZ]Z[AU-FBU] (16)

M Exemples :

La loi d’addition est définie sur chaque espace de type M,,,(R) séparément, autrement
dit, elle ne donne un sens qu’a ’addition de matrices de la méme taille.

e Propriétés :
— + est associative.
- + est commutative.

—+ + admet un élément neutre :

0 0 0
M, = 0 0 0
0 0 0

10
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- Toute matrice admet un inverse, qui est une matrice de méme taille :
]\4_1 = [ - MZ]:I .
(Mnm(R), +) est donc un groupe commutatif.

3) Loi de composition externe sur M,,,(R)

Les matrices se composent avec les scalaires de la maniere suivante :

2 (A M) e XM = [AM;]

B Exemples :

5'103_ 5> 0 15
79 2) \3 45 10 |-

2002 5)

La loi de composition externe est bien distributive sur ’addition matricielle :

A-(A+B) = [MA; + Byj)]
= I:)\AU + )\BZ]]
= [AAy] + [ABy]
=\N-A+)\-B.
Il n’est pas difficile de vérifier de la méme facon que :
(A+p) - A=X-A+p-A,
ou encore,
(M) -A=X-(p-A)=p- (A B).

En conclusion,

(/\/lnm(R), +, ) est un espace vectoriel.

(18)

(19)

(20)

Cela veut notamment dire que toutes les structures développées pour le calcul vectoriel s’ap-

pliquent de la méme facon aux matrices.

11
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4) Structure de (M., (R),+,)

Une base de M,,,,(R) est donnée par la famille de matrices
{€j]1<i<n, 1<j<m, Eup=0aibp;}, (21)

ol les ¢;; sont les symboles de Kronecker.

B Exemple : Une base de My3(R) est :

(oon) (o) (o) (o) (ova)(oot)f

Corollaire : La dimension de M,,,,(R) est n x m.

Définition : On appelle matrice triangulaire supérieure (respectivement triangulaire inférieure),
dans l’ensemble noté 7. (respectivement 7,°) une matrice carrée dont les éléments sous-
diagonaux (respectivement sur-diagonaux) sont nuls.

B Exemples :
1 2 3 100 1 00 0 00
0 4 5 |7 2 4 0 |eT, , 0 4 0 |eT, |, 0 0 0 |eT;
0 0 6 35 0 0 0 6 0 00
100 1 01 0 01 000
010 |e7, |, 0 4 0 |¢7T, |, 04 0 |¢7, |, 00 0 |eT,
0 01 5 0 6 5 00 000

Quelle est la dimension de espaces? Le nombre de coefficients non nuls par ligne d’une
matrice de 7,F (ou 7,7) est une série arithmétique de n coefficients dont le premier vaut 1. Par
conséquent,
n(n+1)

dim(7;) = dim(7) = 5

(22)

Définition : On appelle matrice diagonale, dans I’ensemble noté D;, une matrice carrée dont
seuls les éléments diagonaux sont non nuls. I en est un cas particulier.

B Exemples :

2.0 0
00 0 |eDy(R) ,
00 7

S O N
N O O

0
0 |¢Dn(R)
0

(R) Du(R) = T3 (R) n T, (R) .

12
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» Définitions :

o Ae M, (R) est symétrique si et seulement si :
V’L,] € [[1,71]] , Aij = Aji . (23)
L’ensemble des matrices symétriques est noté S, (R).

o Ae M, (R) est antisymétrique si et seulement si :
Vi, je[[l;nll, Aij =-Aji. (24)
L’ensemble des matrices antisymétriques est noté A, (R).

Grace au travail effectué sur les matrices triangulaires, il n’est pas difficile d’établir que :

n(n+1)

dim(S, (R)) = ==, dim(A, (R)) = =1

5 (25)

Théoreme : Toute matrice carrée se décompose de maniere unique sous la forme d’'une ma-
trice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

Concretement, cette décomposition prend la forme :

A+ Ay Ay— Ay
Aij: ]; J + J2 ] ;

(26)
dont il n’est pas difficile de montrer que les deux termes du membre de droite respectent les
propriétés requises.

La démonstration de I'unicité, n’est pas non plus tres difficile (un bon exercice consiste a essayer
avant de lire la réponse). Soient a € A,(R) et s €S, (R) telles que :

V(i,7) € [[Ln]l?, Ay = ai; + 555, (27)
alors nécessairement,
V(i,7) e [L;n]]?, A+ Aji=2ai;, Ay~ Aji=2s4;. (28)
D’apres ce qui précede,
M, (R) = Su(R) ® A, (R) . (29)

Nous pouvons vérifier que cette décomposition est compatible avec les dimensions des espaces
concernes :

n(n+1) . n(n-1)
2 2 (30)

=n2.

dim (S, (R)) + dim(A,(R)) =

13
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I1] Loi de multiplication sur les espaces matriciels

1) Définition

Nous avons déja défini comment composer une matrice avec un vecteur colonne. De plus, nous
avons établi que les vecteurs colonnes ne sont qu’'un cas particulier de matrices, ce qui permet de
généraliser cette loi de composition en une loi de multiplication plus générale, agissant a priori
sur des matrices rectangulaires. En termes de notation, nous suivrons la notation habituelle qui
consiste a représenter les compositions par des symbole - .

Définition : Soient A € M,,,,(R), et B € M,,,,,(R). La loi de multiplication entre A et B est
définie par :
(A,B) o C=A-B

(14,1 [B,]) = lc"j ) g;AikBkj] '

Notons que pour que la somme soit définie, il est impératif que le nombre de colonnes de A
soit égal au nombre de lignes de B.

(31)

B Exemples : Grace a la définition ci-dessus, nous pouvons composer des matrices rectangu-
laires,

1 2
2 -1
0 3
1 01 1 5
010 -1

des matrices carrées,

[ 5) (70)

des matrices avec des vecteurs colonnes,

1
2
3
-1 1 -1 -2
1 -1 1 2
-1 1 -1 -2

des matrices avec des vecteurs ligne,

14
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et des vecteurs lignes avec des vecteurs colonnes.

Remarquons que si V' est un vecteur colonne, W un vecteur ligne, et M une matrice adaptée
aux tailles de V' et W, alors W - M -V est toujours un scalaire.

2) Propriétés de la loi de multiplication

Propriétés :
e - est associative (démonstration en exercice).

e - admet un élément neutre, appelé matrice identité, noté I et tel que :

1 0 0 0
0 1 0 0

I=f 0 0 1 0 (32)
0 0 1

e Certaines matrices possédent un inverse vis-a-vis de la loi de multiplication (I par
exemple), mais de nombreuses matrices non nulles ne sont pas inversibles. Les matrices
ne peuvent donc pas étre manipulées comme des nombres réels.

e [’ensemble des matrices inversibles est appelé groupe linéaire de dimension n, et noté
Ggl,(R). % (gln(]R), X, ) est un groupe (exceptionnellement, la loi de multiplication a été
notée « x » pour éviter toute confusion avec la loi de composition externe).

@ De par les propriétés de la loi de multiplication,

A inversible = A carrée. (33)

e La multiplication matricielle n’est pas commutative, en général A-B + B - A.

M Exemple :

BN
Il
—_—

15
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B-A

(5 (50) -

[..]: (AB)» A-B-B-A (34)

L’opérateur :

appelée commutateur de A et B ne vaut zéro que sur les ensembles de matrices commutant
entre elles. C’est donc le bon opérateur pour examiner le comportent d’'un ensemble de
matrices vis-a-vis de la multiplication. Nous verrons des exemples concrets dans la suite
du cours.

La non commutativité de la multiplication matricielle entraine un besoin de soin particu-
lier dans I'application de formules habituelles sur les scalaires telles que celle du binéme
de Newton :

(A+B)?=A?+A-B+B-A+B*+ A>+2-A-B+ B, (35)

e Les matrices de changement de base sont inversibles.

L’effet de la matrice de changement de base P sur le vecteur V est :
P:V PV, (36)

Nous pouvons alors en déduire la loi de changement de base pour une matrice carrée M
en utilisant le fait que M -V est un vecteur :

(M-V)» P-(M-V)
=P-M-V (associativité de -)
=P-M-I-V (I est I'élément neutre) (37)
-P-MP'.P.V (PeGl,(R))
=(P-M-P™")-(P-V) (associativité de -)

Dans la derniere égalité, nous retrouvons ’expression du vecteur V' dans la nouvelle base,
et en déduisons donc :

P:Mw—P-M-P'[ (38)

Deux matrices reliées entre elles par une telle transformation sont dites semblables.

% Pour les vecteurs, nous avons remarqué que la représentation géométrique correspond
a un seul et unique objet, pouvant étre représenté par une fleche dans ’espace ; alors que la
représentation algébrique correspond a une infinité de couples (base, coordonnées). Nous
pouvons alors définir un vecteur comme une classe d’équivalence® comprenant toutes

5. Afin de ne pas alourdir le cours, la définition de la classe d’équivalence n’est pas donnée ici. Le lecteur
intéressé la trouvera dans tout bon livre d’introduction a 1’algebre.
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les matrices colonnes reliées entre elles par une matrice de Gl,,(R) (correspondant a un
changement de base).

De la méme maniere, il peut étre intéressant de penser les matrices, non pas comme
des tableaux de nombres, mais comme des objets dont la représentation en tableau ne
correspond qu’a un élément d’une classe d’équivalence comprenant les matrices reliées
entre elles par une relation de type (38).

e Propriété :

(A,B)eD,(R)* = [A,B]=0. (39)
Cette propriété est particulierement utile pour calculer les puissances d’une matrice dia-
gonale.
M 0 .00 A0 .0
p
A= 0 X ... O T 0 Ay .. 0 (40)
0 0 ... X\ 0 0 ... A\

Rappelons qu’a cause de la non commutativité de la loi de multiplication matricielle, cette
formule ne se généralise pas a des matrices quelconques. En pratique, les puissances
successives d’'une matrice ne peuvent se calculer que dans certains cas particuliers, ou
les coefficients induisent une relation de récurrence entre les différentes puissances par
exemple.

3) Propriétés des matrices de M, (R)

» Définition : La transposition est la transformation opérant une symétrie des coeflicients de
la matrice par rapport a sa diagonale :

T
oo A s [ Ay]=[4;]. (41)
La transposition est involutive :
T("A)=A. (42)
e Propriété :
"(A-B-C)=TCTB-TA. (43)

La démonstration de cette propriété est laissée en exercice.

e Propriété () : S,(R) est 'ensemble des matrices invariantes sous I’action de 7. A, (R) est

I’ensemble des matrices pour lesquelles A+ TA = 0.

» Définition : La trace d’une matrice est définie par 'opérateur suivant :

n

Tr: Ao Tr(A)=) A;. (44)
i=1
M Exemples :
1 2 3 5 6 8
Te()=n , Tr| 9 0 6 |=0 , Tr[ 9 7 4 |=14.
8 7 -1 31 2
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Propriétés
o VA, Be M,(R), Tr(A-B) = Tr(B- A).
o VAe M, (R), Tr(TA) = Tr(A).
e VA,B,C,D e M,(R), Tr(A-B-C-D) = Tr(B-C-D-A) = Tr(C-D-A-B) = Tr(D-A-B-C).

En particulier, VP € Gl,,(R) , Tr(P-A-P') = Tr(A). % La trace est donc un invariant de
la classe d’équivalence correpondant a un ensemble de matrice semblables. C’est donc une
caractéristique de I'objet matriciel « géométrique » , ce qui lui donne une interprétation
plus fondamentale que ’écriture « algébrique » de la matrice dans une base donnée.

Les démonstrations de ces propriétés sont laissées en exercice.

» Définition : Une matrice A est dite nilpotente si et seulement si :

IneN* : A"=0. (45)

B Exemples :

Le concept de matrice nilpotente est intéressant pour aider au calcul de puissances d’ordre
élevées d’une matrice, comme par exemple lors d'un calcul d’exponentielle matricielle. Par
analogie avec les nombres réels, 'exponentielle d’'une matrice A est définie par la série suivante :

exp(A) = i% . (46)

Des exemples sont traités dans les feuilles de TD.

Dans le cas ou 'espace vectoriel E se décompose en une somme directe F = F &G, alors dans
une base adaptée a cette décomposition, la matrice A peut s’écrire sous forme de blocs :

Les blocs peuvent alors étre manipulés comme des coefficients scalaires : il est possible de faire
de produits par blocs notamment. Il s’agit d’un exemple illustrant qu’a I’égard des vecteurs,
les calculs matriciels sont d’autant plus simples a mener qu’ils sont effectués dans une base
bien choisie. L’écriture par blocs est un outil particulierement puissant dans le cas ou 1'un, ou
plusieurs, des blocs sont diagonaux (ou multiples de l'identité), ou nilpotents.

» Définition : Le rang d’une matrice, noté rank(-), est la dimension de l’espace vectoriel en-
gendré par les colonnes de celle-ci.
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I11] Conclusions

Les matrices forment un prolongement naturel de la notion de vecteurs. Cela se comprend bien
si I'on identifie (Mnm(R), +, ) a un espace vectoriel : en réalité, les espaces de matrices ont
une structure commune avec celle des vecteurs, ce qui explique les nombreuses analogies entre
calcul vectoriel et matriciel.

La multiplication matricielle est plus subtile que la multiplication scalaire. Notamment, nous
devons faire attention au fait que cette loi n’est pas commutative, ce qui rend fausses certaines
égalités habituelles (comme le bindme de Newton par exemple).

Tous ces outils sont tres utiles en physique et en sciences pour l'ingénieur ou les matrices
sont omniprésentes. Une illustration particulierement bien connue, la résolution de systemes
linéaires, est présentée dans le chapitre suivant.

Cours n°3 : Résolution de systemes d’équations linéaires
Ce cours a pour objectif de savoir résoudre les systemes d’équations linéaires, c’est a dire les
équations pouvant se mettre sous la forme suivante :

A11T1+aA12T9 + ... ¥ A1, Ty = b1

21 X1 +A92 Ty + ... + Aoy Ty = b2

(48)

Q1 X1+ Qo Ta + ...+ Qpp, Ty, = bi

(p1 X1+ Apa T + oo+ Gy Ty = by

ou encore, d’apres ce que nous avons appris dans les chapitres précédents, A- X = B, ou
A e M, (R) est la matrice associée au systéme linéaire, X € M,1(R) est le vecteur inconnu, et
B e M,1(R) est le vecteur second membre. La mise de I’équation sous cette derniere forme va
nous permettre de mettre a profit nos connaissances sur les matrices pour résoudre le systeme
linéaire associé.

I] Pivot de Gauss
1) Considérations générales

Théoreme : L’ensemble Sy des solutions de ’équation homogene A- X = 0 est un sous-espace
vectoriel de R™.
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e soit vide.

Théoreme : L’ensemble S des solutions de I’'équation avec
second membre A-X = B est :

e soit un espace affine, c’est a dire que chacun de ses éléments
peut étre développé en la somme d’'un élément de Sy et d'une
solution particuliere de 1’équation avec second membre.

2) Pivot de Gauss — théorie

Le but du pivot de Gauss est de trigonaliser le systeme, c’est a dire a le ramener sous la

forme suivante :

aly 1+ ajy o + ... +ah, Ty = by

!/ ! !/
0 +a221’2++a2nl’n=b2

/ ! o
O+ ...+ay o1 +...+ay, T, =0

0 = b;c+1

0= |

avec les deux types de contraintes suivantes :

e Vk<m<n, b,=0.

k
i=1

Si au moins une de ces deux conditions n’est pas respectée, alors .

(49)

Sinon il est possible de paramétrer les k inconnues principales (x1,...,zx) en fonction des des

n —k inconnues secondaires (Tgs1,-..,x,). S est alors un espace affine de dimension n - k.

Sin =k, alors S est un espace affine de dimension 0, c’est a dire S = {0} +V,ouV est un
vecteur solution particuliere du systeme d’équation. Cela correspond donc au cas ou la solution

est unique.

B Exemples :

r1T — X9 + T3 = (Ll)
® T - I3 = 1 (LZ)
2.7?1 + 3.1:2 + T3 = (Lg)
- X9 + X3 = 0 (Ll)
Ty — 21‘3 =1 (LQ_LI)
Buy + x5 = 0 (Ls-2Ly)
- T + X3 = 0 (Ll)
Ty — 2x5 = 1 (L)
925 = -5 (Ls-5L3)

20
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4/9
= S={|-1/9 (53)
~5/9
71‘1 + I3 =0 (Ll)
: { 2v1 - 219 + x4 = 0 (Lz) (54)
r3 + 7.171 =0 (Ll)
= { 233'1 - 2.’1’)2 + X4 = 0 (Lg) (55)

Dans ce cas, n =4, k = 2. § est donc un plan vectoriel, dim(S) = 2. Il faut donc paramétrer
I’espace des solutions avec deux nombres réels. Par exemple,

s—t/2
_° 2
S= 72t - 7s (s,t) eR (56)
t

2 - y 4+ z + 3t = 5 (Ll)
r + 2y + z - t = 3 (LQ)
: r - 2y - 2t = -3 (L3) (57)
3¢ + 2y + 22 - 4t = 3 (Ls)
r + 2y + z -t = 3 (Lg)
- by - z + t = -1 (Lo-Ly)
- —dy -z -t = -6 (Ls- L) (58)
-4y - z -t = -6 (Ls-3Lo)
r + z + 2y - t = 3 (L’l)
z 4+ 4y + = 6 (—Lg)
=) y - 6t = -5 (L4 - L) (59)
S0 0 (1w
-13 14 ~13 14
-5 6 -5
= §= + A (M eR} = + Vect (60)
26 - 25 26 - 25
0 1 0 1

L’ensemble des solutions est donc une droite affine.

3) Mise en place pratique — Méthode de la matrice augmentée

Soit M la matrice associée au systeme linéaire, de sorte que celui-ci s’écrive sous la forme
M-X =V. Nous définissons la matrice A, matrice M augmentée de V| c¢’est a dire en rajoutant
V' comme derniere colonne (A est donc une matrice de M,, ,1(R)). La méthode du pivot de
Gauss peut étre appliquée de maniere plus visuelle en appliquant une séries de transformations
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a A, consistant en des combinaisons linéaires de lignes et de colonnes, jusqu’a ce que A se mette
sous la forme par blocs :

A=(r|w), (61)
ou W est le vecteur solution du systeme.

Il faut cependant étre tres prudent car tel que le probleme est formulé, cette méthode ne
s’applique qu’aux cas ou le systeme admet une solution unique (et non pas un plan vectoriel
de solutions par exemple), c’est a dire aux cas ou M € Gl,(R). Nous verrons dans la partie
suivante du cours comment établir la validité de cette affirmation pour une matrice M donnée.
Pour l'instant, supposons que le probleme est bien posé.

% Plus précisément, en utilisant la notion de rang d’une matrice,
e rank(M) <rank(A) = S=9.
o rank(M) >rank(A) = dim(S) =rank(M) - rank(A).
o rank(M) =rank(4) = 3Jlu, ueS.

B Exemple : Résoudre le systeme suivant :

2x -z =2
6xr + 5y + 3z =T (62)
20 -y = 4
2 0 -1]2
0 5 3|7
2 -1 0|4
2 0 -1|2
- 0 5 6|1
0 -1 1]2
2 0 -1|2
- 0 -1 1]2
0 5 6|1
2 0 -1]2
- 0 -1 172
0 0 11|11
2 0 -1|2
- 0 -1 112
0 0 1]1
2 0 03
- 0 -1 01
0 0 11
1 0 0]3/2
- 01 0f-1
00 1|1
3/2
= S=1 -1 (63)
1
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I1] Inversion de matrices

1) Cas pratique — Méthode de la matrice augmentée.
La méthode de la matrice augmentée se généralise a 'inversion matricielle. Plus précisément,
si M € Gl,(R), la matrice augmentée s’écrit par blocs :

A:(M‘]I). (64)

11 suffit alors de combiner linéairement les lignes de la matrice augmentée jusqu’a faire apparaitre
I'identité dans le bloc de gauche.
B Exemple : Inverser la matrice suivante :

30 -1
M=101 0 (65)
00 5

30 -1/1 00

N 01 0|0 10
00 5001

30 -1(1 0 O

N 01 001 O
00 1]0 0 1/5

3 00[1 0 1/5

N 01 0[O0 1 O
00 1/0 0 1/5
1 0 0[1/3 0 1/15

N 010/ 0 1 O
0010 0 1/5
Vérification :

1/3 0 1/15

0 1 O

0 0 1/5

3 0 -1 1 00
01 0 010
00 5 0 01

Le probleme qui se pose a présent est alors de déterminer si une matrice donnée peut étre
inversée ou pas, autrement dit si son rang est égal a sa taille n. Nous avons dans le premier
cours appris a déterminer la dimension d’une famille de vecteurs. Cependant, cela peut vite
devenir lourd, surtout lorsque la taille des matrices augmente. Il nous faut donc des outils plus
systématiques.
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2) Le déterminant

Définitions :

Une forme linéaire est une application linéaire qui transforme les vecteurs en scalaires.

Une forme linéaire f est dite n-linéaire si elle agit sur n vecteurs et qu’elle est linéaire en
chacun de ses arguments :

Vie[[l;n]], VA, peR, )\f({vl,...,vn})+uf({vl,...,vn}) = f({vl,...,)\-U,-+,LL'UZ~,...,U,E})).
66

Une forme n-linéaire f est dite alternée si :

Vi, je[[1;n]], f({vl, ooy Uiy ey V5 ...,vn}) = —f({vl, ey Ujy ooey Vs, ...,vn}). (67)

Le déterminant d’une famille de vecteur, noté det(-), est la (unique au signe pres)
forme n-linéaire alternée sur son espace de définition.

e Propriété : Vi e [[1;n]], det({vl, ...,vi,...,vi,...,vn}) =0.

De méme,
Hi, El{)\k}k:tz LU= Z)\k Ve = det({vl, .y Ugy ...,?}n}) =0. (68)
k+i
Autrement dit,
det({vi,...,vn}) =0 = {Ui}1<i<n est liée. (69)

Définition : Le déterminant d’une matrice est le déterminant de la famille de vecteurs
constituée par ’ensemble des colonnes, ou lignes, de cette matrice.

e Propriétés :
det (TA) = det(A) (70)

det(A- B) = det(A)det(B) (71)

En vertu de ce qui précede,

AeGl,(R) < det(A)=#0

e SiAeTH(R)ouAdeT;(R),alors det(A) = [ Ai, et ce quelque soient les valeurs des éléments
i=1
extradiagonaux. Cette propriété est valable en particulier pour A € D, (R).

e Si A est diagonale par blocs, alors,

A=( o g) — det(A) = det(B)det(D), (72)
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et ce quelque soit le bloc C.

e Propriété : Le déterminant est la somme des produits de tous les termes de A en prenant
un et un seul élément par ligne et par colonne, et avec tous les termes dans ’ordre
des vecteurs de base.

Formellement,
det(A) = > e(o) [ ] Aioes) - (73)
{o} i=1
Dans cette formule, o parcourt I'ensemble des permutations de 'ensemble [[1;n]], et (o) est
la signature de cette permutation :

e(o) = (-1)™, (74)

ou m(co) est le nombre de permutations élémentaires (échanges de deux éléments) constituant
o. Nous n’irons pas plus loin concernant cette formule et les propriétés du groupe symétrique
(ensemble des permutations sur un sous ensemble fini et discret) et renvoyons le lecteur intéressé
vers la littérature a ce sujet.

Application pratique : Dans le cas d’'une matrice a deux colonnes,

a b

det(A) = J

= ad - bd. (75)

Il est tres important de bien distinguer entre une matrice, écrite avec ses coefficients entre
parentheses, et un déterminant, ou les coefficients sont écrits entre des barres verticales.

Pour des matrices plus grandes, le déterminant peut étre calculé a I’aide d'un développement par
lignes ou par colonnes : a chaque coefficient est attribué un coefficient (-1)**7. Le déterminant
peut étre calculé en multipliant, pour chaque élément d’une ligne ou d’une colonne donnée,
ce poids a la valeur du coefficient, et le déterminant de la matrice dont la ligne et la colonne
contenant le coefficient ont été effacés, et en sommant tous les nombres obtenus.

B Exemple :

d e

e f
: g h

+c
h 1

—b‘df
g 1

a b c
d e fl=+a
g h 1

Le probleme se ramene alors au calcul de déterminants de taille inférieure.

Puisque le déterminant d’une matrice est égal a celui de sa transposée, le développement
se fait de la méme maniere suivant les lignes ou suivant les colonnes. Bien entendu, le calcul
sera d’autant plus facile que la ligne ou colonne est choisie de maniere judicieuse.

B Exemples :

e Calculer le déterminant de la matrice suivante :
cos(f) -sin(f) 0
sin(f) cos() 0 (76)
0 0 1

Ici, il est intéressant de développer par rapport a la derniere ligne :

cos(f) -sin(f) 0O
sin(f) cos(f) 0 |=+1x
0 0 1

cos(f) -sin(6)

sin(6) cos(8) |~ cos?(6) +sin?(9) = 1 (77)
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e Calculer le déterminant de la matrice suivante :

sin(d) 0 cos(0)
0 1 0 (78)
cos(f) 0 -—sin(0)

Cette fois ci, il est plus judicieux de développer par rapport a la deuxieme ligne :

sin(f) 0 cos(0)
0 1 0 =+1 x
cos(d) 0 —sin(6)

sin(f) cos(6)

cos(0) —sin(d) |~ —5in®() — cos*() = -1 (79)

e Calculer le déterminant de la matrice suivante :

cos(d) 0 sin(0)
0 1 0 (80)
—-sin(f) 0 cos(0)

Cette fois ci encore, il est judicieux de développer par rapport a la deuxieme ligne :

cos(f) 0 sin(0)
0 1 0 =+1x
sin(f#) 0 cos(6)

cos(f) sin(0)

sin(0) cos(6) |~ cos?(0) —sin®(0) = cos(20) (81)

Le développement par ligne ou par colonne est particulierement intéressant pour calculer le
déterminant d’une matrice possédant beaucoup de zéros. Dans tous les cas, il fournit un algo-
rithme systématique pour réduire tout déterminant a une somme de déterminants élémentaires
(pour des matrices de taille importante, il est judicieux de préférer d’autres types d’algorithmes
plus efficaces ; dans le cadre de ce cours, nous de demanderons pas de calculer des déterminants
de matrices de plus de trois ou quatre colonnes, sauf si celui peut étre réduit a une forme tres
simple).

3) Application n°1 : Inverse d’'une matrice

Définition : On appelle mineur, A;;(A), d’'une matrice carrée A € M,,(R), le déterminant
de la matrice Aj; € M,,-1((R)) obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-ieme colonne de A
(attention, ici i et j sont fixés et ne sont pas des indices muets).

M Exemples :
107
A=l 8 4 6
09 3
, ‘4 6‘ , ‘1 0‘
=19 3| B710 9
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Définition : La comatrice de A, notée C(A), est la matrice dont chaque coefficient est donné
par le mineur de la matrice correspondant a la ligne 7 et la colonne j choisie, affecté par un
poids (—-1)i7.

[Ca);] = [ a,)] (82)

B Exemple :

107

A=l 8 4 6

09 3
-42 =24 72
c(4)=| 63 3 -9
-28 50 4

Théoreme :
TC(4)

AeGlL,(R) = A (83)

" det(A)

@ Cette formule est toujours applicable car toute matrice inversible a un déterminant non
nul.

La encore, cette formule donne un algorithme systématique de calcul de I'inverse, mais ce
n’est pas toujours le plus efficace. Elle peut néanmoins se révéler tres utile dans des preuves
formelles pour donner une expression explicite de I'inverse (rappelons que, sous réserve que
celui-ci existe, il est unique).

4) Application n°2 : Systémes linéaires

e Regle de Cramer : Soit A-X =V un systeme linéaire ot A est carrée, et soit Ax(V') la matrice
obtenue en remplagant dans A la k-ieme colonne par le vecteur V. Alors, la solution du systeme,
si elle existe, est donnée par le vecteur de composantes

det( Ax(V
xk:M (84)
det(A)
B Exemple :
3r + y =5
- 2x + 3y = 2
5 1 3 5
s 2 3 13 -2 2| 16
BRI T
-2 3 -2 3
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Vérification :
39+16 55
3r+y= = — =
11 11
-26 +48 22
2r+3y=— =29
11 11

Attention : La regle de Cramer ne s’applique qu’aux systemes carrés a solution unique.
Heureusement, l'introduction du déterminant nous a doté d’un outil permettant de déterminer
a l'avance si tel est le cas.

I11] Conclusion

Ce chapitre présente comment ’algebre matricielle peut étre utilisée en pratique pour résoudre
des systemes linéaires, un type de probleme assez récurrent en physique. De plus, l'introduc-
tion du déterminant permet de déterminer a ’avance si ces problemes sont solubles ou nom,
et fournit également des formules systématiques qui permettent un traitement algorithmique a
minima de ces problemes.

Cours n°4 : Applications linéaires en dimension finie

I] Généralités

1) Applications linéaires

Soient (F, F') deux espaces vectoriels.

Définition : f: E — F est une application linéaire si et seulement si,
V(u,v) e B2, V(A ) eR?, f(>\'EU+M'EU) =Ar f(u)+pr f(v), (85)

ol nous avons indiqué explicitement sur quel espace vectoriel agit la loi de composition externe.

Définition : Dans le cas F = F, f est appelé endomorphisme sur E.

Théoréme :
dim(E)=n = E~R", (86)

ou ici le symbole =~ signifie « isomorphe a » , autrement dit, il existe une application linéaire
bijective entre E et R”.

En dimension finie, nous pouvons donc travailler uniquement sur R” sans perte de généralité.

@ Attention, ce théoreme n’est valable qu’en dimension finie.
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2) Représentation matricielle

n
Soit {ei} L<icy, UNE base de E, et z un vecteur tel que : x = sz - e;. Appliquons la propriété de
h i=1

linéarité de f :

Fx) - f(z) S g (67

Ainsi, I'image par f de n’importe quel vecteur est une combinaison linéaire des { f (ei)),
précisément, celle donnée par ’ensemble des composantes de x dans cette base. Si nous construi-

sons la matrice F' :
[F] = [(F(en),] (88)

alors

Y=f(X) & F-X=Y. (89)

Il existe donc une relation bijective entre applications linéaires en dimension finie et matrices
carrées. Les propriétés de f et F' sont alors similaires. Par exemple, on appellera rang de la
fonction F' 'entier suivant :

rank(f) = dim [Vect({f(ei)}lgign)] ) (90)

Dans ce cas,
rank(f) = rank(F). (91)

I1] Organiser E par rapport a f

1) Noyau et image

Définitions :

e Le noyau d’une application linéaire est I'espace suivant :

Ker(f) = {U e E|f(v) = o} . (92)
e L’image de f est ensemble f(FE), ou encore,
Im(f):{veE‘erE : f(w)z’u}. (93)

Le noyau et 'image d'un endomorphisme sur E sont des sous-espaces vectoriels de F.

Théoreme du rang :

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E) = n (94)
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e Conséquences :

1. (f(v)=0 < U=0) < f bijective < F €Gl,(R) .

2. dim(Im(f)) =n < f bijective < F eGl,(R)

2) Projecteurs

Soit E=fe(.
» Définition : Le projecteur sur F' est 'application linéaire définie par :
p : EF - F
dim(F) (95)
T - Z i e
i=1

e Propriétés :

1. p projecteur < p?=p < P?=P . Dans la derniere égalité, la matrice P respectant
cette condition est dite idempotente.

2. Si p? =p, alors p| I.

m(p)

3. Si p est un projecteur, alors 1—p est un projecteur. En effet, (1-p)2=1-p-p+p?=1-p.

Soit p un projecteur, et i, = dim(Im(p)) . Soit K 'espace tel que F =Im(p) ® K, et {ei}

1<i<n
une base adaptée a cette décomposition. Soit = € F.

x:i$i~ei+ Zn: T €. (96)
i-1

i=tp+1

Puisque p est linéaire, et que sa restriction a Im(p) est I'identité, nous pouvons écrire,

p(x)szi~ei+u, (97)
=1

soit, par idempotence,

P(p(2)) = z ple) + p(u)

(99
= ;xi-ei +p(u).
p(u) € Im(p) = Zn: zi-ple;) = Viel[i,+1;n], ple;) =0 (99)

1=ip+1

Les projecteurs sont donc des applications utiles pour récupérer une certaine partie d’un
vecteur. Ils sont donc tres utiles pour organiser la matrice représentative F' par blocs.

Quelle est la facon la plus adaptée de construire les blocs ?
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3) Valeurs propres et vecteurs propres

Définition : Soit v # 0 tel que INeR : f(v) = A-v. Alors,

A est une wvaleur propre de f.

v est un vecteur propre de f.

Définition : Le spectre de f, noté Sp(f), est 'ensemble des valeurs propres de f.

Sp(f) = {AeR[3ve B : f(v)=A-v} (100)

e Propriété : Soient A1, A2 €Sp(f), et (e1,e2) € (E*)? non colinéaires tels que :

e1)=A-e
ieraes oo
Soit v = vy - eq + vy - e5. Alors,
f(v) = (vl)\l) cep + ('02)\2) ey . (102)
Dans ce sous-espace, et dans cette base, la matrice représentative de f s’écrit alors :
F=( Aol AOQ ) , (103)

c’est donc une matrice diagonale.

Dans le cas particulier ou E peut étre représenté a 'aide d’une base de vecteurs propres de
f, nous pouvons écrire de maniere générale :

Al 0
0 X O 0
0 .. .. .. 0
0 ... .. 0 A

F= (104)

On dit alors que la matrice représentative de f a été diagonalisée.

La réduction des endomorphismes a des matrices diagonales permet de grandement simplifier
le calcul vectoriel. En particulier, si F} € D,(R) et F, € D,(R), alors [Fl, f2] =0.

Lorsque la diagonalisation n’est pas possible, E peut étre séparé en une somme directe d’un
premier espace, de base {ei} Leicpr €0 UD second de base {ei . La matrice F' peut alors
étre réduite par blocs a la forme suivante :

(%D 0 ) (105)

}k+1<k<n

FND
ol FD € Dn(R) et FND ¢ Dn(R)

Comment savoir si F' peut étre diagonalisée ? Comment déterminer Sp(f)?
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4) Polynéme caractéristique

Par définition,
AeSp(f) < ek : f(u)=Xv < (f-A-id)(v)=0. (106)

Autrement dit, les valeurs propres de f correspondent aux valeurs de A pour lesquelles Ker( f-

A-id) # {0}, ou encore dim(Ker(f - A-id)) # 0 . Or, nous avons vu comment caractériser les
applications linéaires dont le noyau est non trivial :

JveE* : (F-X1)v=0 < |F-X-1/=0. (107)

D’apres la définition du déterminant, ‘F - A ]I| est un polynome d’ordre n en A, appelé
polynome caractéristique.

B Exemples :

(20).

2-1 0
‘F_Aﬂyw 1 3—A‘
=(2-0)0B-X)
=N -5)+6
2 01
e F=[1 20
001
2-2 0 1
F-X-I=] 1 2-Xx 0
0 0 1-X
=(2-0)%(1-2)

=M +5X2-8)\+4

Les racines du polynome caractéristique sont les valeurs propres de F'.

Définitions : Un polynéme P[X] est scindé s'il peut s’écrire sous la forme :

PIX]=TT(X-x)" (108)

k
J=1

ou A; sont les racines du polynome, et «; leurs multiplicités.

M Exemples :

e 2X%+ X 1.
Il y a une racine évidente : —1, 'autre est 1/2, donc ce polynome est égal a 2(X + 1)(x - 1/2)
. C’est donc un polynome scindé a racines simples.
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e X2+ X +1.
Ce polynome n’est pas scindé dans R. Il est cependant scindé dans C, ou il possede deux

racines simples :
1+z\/§)(X+ 1—N§)
5 .

2

X2+X+1:(X+

o X?+2X +1=(X+1)2%
Ce polynome est scindé avec une racine double égale a -1 .
o X3-1.

Ce polynome possede une racine évidente égale a 1 . Il se met donc sous la forme :
(X-1)(aX?+bX +c)=aX3+(b-a)X?+(c-b)X —c, soit,

a=1
a=1
b-a=0
= {b=1
c-b=0
c=1
-c=-1

soit X3-1=(X-1)(X?+X +1). Ce polynome n’est pas scindé dans R, mais il est scindé
a racines simples dans C.

e X3+ X?-X-1.
Ce polynome a une racine évidente égale a 1 . Il se met donc sous la forme :
(X-1)(aX?+bX +c)=aX3+(b-a)X?+(c-b)X —c, soit,

b—a=1

soit X2+ X?2-X-1=(X-1)(X?2+2X+1)=(X-1)(X+1)2 Clest donc un polynome
scindé avec 1 comme racine simple, et —1 comme racine double.

Dans la suite, nous noterons P;[X] le polynome caractéristique de f.

Théoreme : Dans C, tous les polynomes sont scindés.

1l s’agit méme de la définition du corps des nombres complexes, dans sa construction &
partir du corps des réels.

Théoreme : P;[X] est scindé si et seulement si F' est trigonalisable, c’est a dire, semblable a
une matrice triangulaire :

IPeGl,(R), TeT/(R) : F=P-T-P. (109)
(L’écriture marche tout aussi bien avec une matrice triangulaire inférieure.)

Corollaire : Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.
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Définition : Un polynome P[X ] est un polynéme annulateur de F si et seulement si P[F'] = 0.

Théoreme de Cayley-Hamilton : Le polynome caractéristique est annulateur : Ps[F]=0 .

Définitions :

Le polynome minimal de F' est le polynome annulateur de plus petit degré.
f est diagonalisable si et seulement si :
iPeGl,(R),3DeD,(R) : F=P-D-P', (110)

Dans ce cas, les valeurs sur la diagonale de D sont les valeurs propres de f.

Théoreme : f est diagonalisable si et seulement si son polyndéme minimal est scindé a
racines simples.

B Exemples :
2 01
e F'=11 2 0
001

Pi[X]=-X?+5X%-8X +4=(1-X)(2-X)?

Le polynome caractéristique est scindé a racines doubles. Examinons si le polynome scindé
a racines simples P[X] = (X —1)(X -2) est annulateur.

-1 0 -1 0 0 -1 00 0
(1-F)-2-F)=[ -1 -1 0o |-|-1 0 0 |=[1 01
0 0 0 0 0 1 000

Ce polynome n’est pas annulateur, F' n’est pas diagonalisable.

En revanche, nous pouvons vérifier le théoreme de Cayley-Hamilton :

0 00 0 0 -1 0 00
(l—F)'(Q—F)Q: 1 01 -1 0 0 |=10 00
000 0 0 1 0 00
210
e =11 2 0
0 01
2-X 1 0
Pi[X] = 1 2-X 0
0 0 1-X

[(2-X)2 - 1](1 - X)
=[4-4X+X*-1](1-X)
=(X-3)(X-1)(1-X)
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Le polynome caractéristique est scindé a racines doubles. Examinons si le polynome scindé
a racines simples P[X] = (X —1)(X - 3) est annulateur.

-1 1 0 110 00 0
(F-1)-(F-3)=[ 1 -1 o | {1 1 0]=[0o00
0 0 -2 00 0 00 0

Ce polynome est annulateur, F' est donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont les racines
du polynome caractéristique. Par conséquent,

1
F~lo0 (111)
0

S = O
w O O

Que faire lorsque F' n’est pas diagonalisable ?
5) Réduction de Jordan

De ce qui précede, nous déduisons que si Py[X] a n racines, alors :

E= @D B.(5), (112)

AeSp(f)
ou E)(f) sont les sous espaces propres associés a une valeur propre A donnée.

Y La série de théoreémes ci-dessous n’est pas a apprendre par cceur. Elle a pour vocation a
montrer comment se construit le théoreme fondamental qui apparaitra a la fin du raisonnement.

Théoreme 1 : Décomposition de Dunford Soit U une matrice trigonalisable.

D eD,(R/C)

|
3(D.N) 5 N nilpotente

}:U:D+N,[D,N]:0. (113)

Théoreme 2 : Considérons la décomposition de Dunford. Soit p le plus petit entier naturel
tel que NP =0 , appelé indice de N. Fixons un vecteur x non nul et considérons I’ensemble
suivant :

Sx=Vect{x,N-a:,N2-x,...,Np’l-x} (114)

appelé sous-espace cyclique engendré par x. Puisque N est d’indice p, il existe au moins un z
pour lequel cette séquence ne comporte qu’'un seul vecteur nul (sinon l'indice de N serait p—1).
Dans la base formée par une base de S, complétée en une base de E, N s’exprime donc :

01 0 .. 0
00 1 .. 0
N=| .. . =N (115)
0 0 0 1
0 0 0 0

On pourra retenir ce théoreme sous la forme : toute matrice nilpotente est semblable a une
matrice de la forme (115).
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Choisissons une valeur propre, et plagons nous dans Ey(f). Dans cet espace, D = \-I. Soit
Py la matrice telle que N = Py - Ny - Py . Alors,

D+N=Py-|Py'-D-Py+ NPy

= Py [\ Pyl o1 Py + Ny |- Py (116)
= Py [ AT+ Ny |- P
A1 0
0 A 0
= D+N~| ... .. = (117)
0 0 1
0 0 A
Jy porte le nom de bloc de Jordan.
Nous en déduisons le théoreme fondamental suivant :
Théoreme 3 : Décomposition de Jordan
Toute matrice trigonalisable est semblable a une matrice de Jordan par blocs :
Jy, 0 0 0
T2 T 8 (118)
0O 0 0 I,

Puisque dans C tous les polynomes sont scindés, alors toutes les matrices de M,,(C) sont
trigonalisables, donc a condition de s’autoriser a travailler avec des coefficients complexes,
toute matrice est semblable a une matrice de Jordan par bloc, ou chaque bloc est une somme
de matrice de Vect(I) et d’une matrice nilpotente.

B Exemple : Que se passe-t-il dans un sous-espace sur lequel f n’est pas diagonalisable ?

a 1 1 0
F—(O a)’el_(O)’e2_(1)’aER

F-et=a-e

ey est donc un vecteur propre de F' de valeur propre a.

roe(1)

Ce dernier vecteur n’est pas exprimable en termes simples.

a-X 1

BlXI=1 70 aox

- (a-x?

Nous avons donc bien dim(FE,(f)) = 2, mais il n’est pas possible de construire une base de
E,(f) uniquement a partir de vecteurs propres de f.

Définition : Deux matrices sont dites codiagonalisables s’il existe une base unique dans la-
quelle la représentation des deux matrices est diagonale.
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Théoreme 4 : Codiagonalisation

F et Fy codiagonalisables <> ([Fl, FQ] =0et F} et I diagonalisables.) (119)

@ e Supposons que Fi et I3 soient codiagonalisables :
APeGl,(R), FPeD,(R), FPeD,(R) : F,=P-FP-P' F,=P-FP.p* (120)
Puisque dans D,,(R), toutes les matrices commutent,

F,-Fy=P-FP.pt.p.FP.pt=p.FP.FP.pl=p.FP.FP. P =F,-F,  (121)

e Supposons [Fl,Fg] =0 et Fy et Fy diagonalisables.

E- @D E(n) (122)

AeSp(E1)
Choisissons une valeur de . Soit v € E\(f1),

veE\(fi) = Firv=Av = B (Fiv)=X(Fv)=F-(Fv) = FoeE\(fi) (123)

fo étant diagonalisable, dans une base adaptée, f; et fs sont codiagonalisables.
Ex(f1)

I11] Conclusions

Nous retiendrons particulierement de ce chapitre que pour une application linéaire f donnée,
la représentation de E peut étre adaptée a f a la fois en décomposant F comme somme directe
des sous-espaces propres de f, mais également en trouvant une base dans laquelle la matrice
représentative de f s’écrit comme une matrice diagonale par blocs avec chaque bloc non trivial
exprimé comme un bloc de Jordan.

Cours n°b : Applications bilinéaires et espaces euclidiens

Dans le cours précédent, nous avons vu comment une matrice peut fournir la représentation
d’une application linéaire, agissant sur un espace vectoriel pour construire des vecteurs. Ceci
étant dit, les matrices peuvent également agir sur deux vecteurs pour former un scalaire. Elles
peuvent donc fournir une représentation de fonctions transformant linéairement deux vecteurs
en un scalaire. Comme nous allons le voir, cela permet de doter un espace vectoriel d’outils
particuliers qui enrichissent leur structure.
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I] Formes bilinéaires

1) Définitions

Définition : B(-,-) est une forme bilinéaire sur E? si et seulement si :
V() eR? | Vo, a0,y € B()\ S+ xg,y) =\ B(x1,y) + p B(x2,y)
V) €eR? Yo,y 0 € B, Bz, A-yr +p-y2) = AB(z,y1) + p B(w,2)

Le terme forme, plutot qu’application se réfere au fait que I'image de cette fonction est un
ensemble scalaire et non pas vectoriel.

Cas particuliers :
Forme bilinéaire symétrique : Vx,y € E |, B(z,y) = B(y,x) .
Forme bilinéaire antisymétrique : Yx,y € £, B(x,y) = -B(y,x) .
Forme quadratique : Q(x) = B(x,x) .
Forme bilinéaire positive : Vx e E |, B(x,z) >0 .

Forme bilinéaire définie positive : Vre E, v +0 = B(z,x)>0.

Théoreme : Identité de Cauchy-Schwarz

Vo,ye B, B(z,y)*> Q(z)Q(y) (124)

avec saturation uniquement si x et y sont colinéaires.

2) Forme matricielle

n n
une base de F, et x = Z T;i-e; et Z y;-e; deux vecteurs de E. Alors, par linéarité,
i=1 i=1

Soit {ei}

1<i<n

B(z,y) = Zn:% B(ei,y)

=
—_

:iixiij(ei,ej) (125)

avec [Bl-j] = [B(ei, ej)] . Les outils matriciels s’appliquent donc également a 1’étude des formes
bilinéaires.

Cette nouvelle structure va nous permettre de construire de nouveaux objets tels que des
normes, ou des produits scalaires, qui vont nous permettre d’introduire la notion de mesure
sur ’espace vectoriel E.
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I1] Espaces euclidiens

1) Outils de mesure — produits scalaires

Soit ( . | . ) une forme bilinéaire sur EZ2.

Définition : (|) Nz, y) (x|y) est un produit scalaire si elle est :
bilinéaire

symétrique

définie positive

M Exemples :

e Le produit scalaire canonique sur {e; ;. .
Ji<isn

(zly) =Y @iy
-1

— bilinéarité :

— symétrie :

(A-oly) = Ywiys = 2 giwi = (A-ylz)
i=1 i=1
— caractere défini positif : soit x # 0,

(afr) = Y a?

e Sur des espaces matriciels,

(A,B) > A:B= izn:AZ]BU = TI'(ATB)

i=1j=1

— bilinéarité :

(/\-A1+,u-A2):Bz)\(Al:B)+u(A2:B)
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— symétrie :

Te(A”B) = Te(" (A”B)) = Te(BT A)

— caractere défini positif : soit A # 0,

Tr(ATA) = Z; A%50

e Y Sur des espaces de fonctions (attention, dimension infinie!) :

b
(f.9) > [ 1@g@)de  (a<h)
— bilinéarité :

[0 nenp)@e@yde=x [ a@a)drs [ gt dr

— symétrie :

[ s@a@yin= [ o@)idr

— caractere défini positif : soit f £ 0,

fabfz(x)dx>0

1
0 1:
3

(x,y) > TX-B-Y =21(y1 +y3) + 22092 + 23 (Y1 + 3y3)

1
e Le produit scalaire défini par B = ( 0
1

[evll \v N aw]

— bilinéarité :

TOA-Xy+1-X) B Y =(AT X1+ 47 X,)-B-Y = A" X1-B-Y) +p(' X,-B-Y)

— symétrie :

TY'B'X:y1($1+1’3)+2l’2y2+y3($1+31’3) =TX‘B'Y

— caractere défini positif : soit z £ 0,
TX B-X=2?+225+322+2x, 23

Etude de f : z +~ 22+ 2ax + 3a2. Discriminant : A = 442 - 1242 = -8a2 < 0
= TX-B-X>0.
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Conclusions :

e Meéeme si dans I'immense majorité des cas, le produit scalaire utilisé est le produit scalaire

canonique sur {ei} Lcicn? il est important de se rappeler que celui-ci n’est pas unique.

e Comprendre les matrices et les fonctions comme éléments d'un espace vectoriel permet
de définir un produit scalaire sur les espaces de matrices ou de fonctions.

2) Outils de mesure — Normes et distances

» Définition : Une norme N(-) est une forme linéaire telle que :
e N(z)=0 < =0
e YVAeR Ve FE, N(A-z)=|\N(x) (homogénéité)
o Vx,ye E, N(x)+ N(y) > N(x +vy) (inégalité triangulaire)
B Exemples :

e ||-]|, la norme canoniquement induite par un produit scalaire : ¢’est la forme quadratique
associée a ( . | . ),

2> = («]x) (126)

— Comportement en 0 : puisque le produit scalaire est défini positif,

|z]| =0 < (:1:‘3:)20 < =0

— Homogénéité : par bilinéarité,
IN-2||? = ()\'ZL“‘/\-ZL‘) = )\2(az|x)

= |- all = VAJa]| = ]|

— Inégalité triangulaire : par bilinéarité et symétrie,

2+ yl[* = llzl[® + [yl +2(y)
D’autre part,
2
(el -+ 11ll)” = el + [lll® + 21 [yl
Enfin, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
=yl > (z]y)

soit finalement,
2
= +ylI* < (Jll] + llyll)

Enfin, puisque ces deux nombres sont nécessairement positifs, et que la fonction carrée
est croissante sur R, , nous en déduisons I'inégalité triangulaire.
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e Il existe également d’autres définitions possibles et tout aussi valables, par exemple,

n
R
i=1

— Comportement en 0 :

|z]f =0 < Vie[[1;n]], |z=0 < =0

— Homogénéité :
n n
-l = Pl = AL Yl = (Al |]ls
i=1 i=1
— Inégalité triangulaire : d’apres 'inégalité triangulaire sur R,

n n
Yol +yil < || + |yl
=1 =1

=l +yll < flzfl +[lylh

e De méme,

[-]ls = MeMy(R) » > > |M;l

i=1j=1

est une norme (démonstration en exercice).

e La forme linéaire suivante est également une norme :

Il = 2 > max{lad}

— Comportement en 0 :

el =0 < max{le} =0 < x=0
1<isn

— Homogénéité :

I alloo = mac{ Az} = el } = Ao

— Inégalité triangulaire : d’apres 'inégalité triangulaire sur R,

1<isn

max{|z; + yil} <max{[ei| + yil} < max{fi[} + max{[y[}

= [+ ylloe <lllloo +[ylloo
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e De meme,

I lle = M € Mo (R) = max{|M[} (130)
est une norme (démonstration en exercice).

e A partir des exemples précédents, nous pouvons également construire les normes sui-
vantes :

=l s A = /Tr(TAA)

b
Sl f ey [ ) da
>l X » VIX-B-X

® Propriétés :

o [dentité de Cauchy-Schwarz :

|(zly)] < llll 1yl (131)

o Identité de Minkowski :
[l + Il < flf] + [lll (132)

e [dentité de polarisation :

1 1
(ly) = 5 (ke + i = [l2lP = llpll®) = (Il + yl* = [l= - 1) (133)
o [dentité du parallélogramme :

2 (Il +[1yl?) = [l + yl* + |z - yII? (134)

C’est un bon exercice de démontrer les propriétés ci-dessus a partir de la définition du produit
scalaire, et de sa norme induite.

» Définition : Un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme est un espace euclidien.

» Définition : Une distance d(-,-) est une forme respectant les propriétés suivantes :
o Ve,ye E, d(z,y) =d(y,x) (symétrie).
o Vr,ye B, d(z,y)=0 < x=y.

o Va,y,ze B, d(x,z) <d(x,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire).

e Propriété : Si N(-) est une norme sur F, alors
Ay () = N(z-y) (135)

est une distance sur F .
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2
V(z,y) e B, dy(z,y) = N(z-y) = N((-1) x (y-2)) = 1 x N(y — ) = dn(y, )

(i)

V(z,y) e B, dn(z,y) =0 < N(z-y)=0 © 2-y=0 o z=y
(i)

V(z,y,2) € B*, dy(z,2) = N(z-2) = N(x—y+y-2) < N(2-y)+N(y-2) = dn(z,y)+dn (y, 2)

M Exemples :

o A partir du produit scalaire canonique,

d:(z,y) - \’ z<y> (136)

A partir de la trace matricielle,

d: (A B) \/Tr(T(A—B)-(A—B)) (137)

A partir de I'intégrale sur des fonctions,

1+ (o) o\ [ () - ot 135)
o A partir de la norme 1,
di = (z,y) = ‘;(l‘i—yzﬂ (139)

A partir de la norme infinie,

doo + (2,y) = max{lz; - yil} (140)

A partir de la norme induite par une matrice,

dp : (2,9) » /T (X-Y)-B-(X-Y) (141)
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Toutes ces définitions ne donnent pas forcément la méme mesure de la distance entre deux
vecteurs, méme si une forme de cohérence doit persister.

e Bilan :

Munir un espace vectoriel d’un produit scalaire permet de définir des outils de mesure,
comme par exemple la distance entre deux vecteurs.

Attention, cette construction n’est pas unique.

On n’apprendra pas par cceur toutes les normes et distances ci-dessus, mais il est attendu
de savoir déterminer si une application donnée est un produit scalaire/une norme/une
distance.

I11] Structuration d’un espace vectoriel par un produit scalaire

1) Orthogonalité

Soit ( . | : ) un produit scalaire.

Définition : L’orthogonalité, notée 1, est définie comme suit :

xly < (zfy)=0 (142)

Définitions :

{ei} _est une base orthogonale si
1<isn

Vi,je[1;n]], (ede;) =0 (143)

{ei} L<icy, €St une base orthonormale si elle est orthogonale et que

Vie[[L;n]], (efe;) =1 (144)
FE 1 F si et seulement si
VeeE, YyeF, (z]y) =0 (145)
Soit Ac E .
At={zeB|vyea, (afy) =0} (146)

1
e Propriété : Ac (Al) . Attention, il n’y a pas forcément égalité.
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B Exemple : E=R2 A={e}.
At = Vect{eg} .
(Ai)l = Vect{el} +A.

» Définitions :

e La somme directe orthogonale de deux ensembles est définie par :
(E=FeoGet F1G) & E=FaC (147)
Cette décomposition, si elle existe, est unique, et de plus,
1 1
FoF'-E < (F*) =F (148)

» Définition : Un projecteur est un projecteur orthogonal si pr : E — F avec E = F ®G.
Remarquons que p définit dans ce cas le projecteur orthogonal g5 =1 - pp sur G.

f
T - Z (:L"ei)ei

i=1

e Propriété :  d(z,F) = ||z — pr(x)|| = ,ou f =dim(F).

» Définition : Le groupe orthogonal sur E est ’ensemble des transformations suivantes :

O(E) = {M e M, (R) | "M - M =1} (149)

B Exemples :

e Les rotations sont des transformations orthogonales. A deux dimensions,

cos(f) -sin(0)
R(Q):( sin(f) cos(6) )

e Le groupe orthogonal comporte aussi les composées de rotations et de symétries axiales :

cos(f) sin(0)
(o) =( sin(f) —cos(0) )

Remarquons que det(W(H)) =-1.

® Propriétés :
e Toute matrice du groupe orthogonal transforme une base orthonormale en base orthonor-

male.

e Les transformations orthogonales sont des isométries :
(X[x)="Xx-X
TXI-X
X TM-M-X (150)
=T (M-X)-(M-X)
= (M- X|M-X)
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e Le groupe spécial orthogonal, SO(FE) est ’ensemble suivant :
SO(E) = {M e O(E) | det(M) = +1} (151)
Le groupe orthogonal se décompose alors en :
O(E) =80(E) & {M ¢ O(E) | det(M) = -1} (152)

Le groupe spécial orthogonal contient les rotations. Ce sont les isométries qui préservent
la structure vectorielle et 'orientation (contrairement aux translations qui peuvent trans-
former une structure vectorielle en une structure affine). L’autre composante du groupe
comprend les composées de rotations avec les symétries axiales; ce sont les transforma-
tions qui changent I'orientation.

2) Endomorphismes adjoints

» Définition : L’adjoint de f, noté f* est 'application définie par :
Voye B, (f(2)ly) = (£ () (153)

® Propriétés :

e f* est unique.
e [’adjonction est une involution :( f *) =f.

e Si f=f* f estdit auto-adjoint.

M Exemples :
50 1
e A= 0 2 0 |.Silon calcule 7Y - A- X en faisant d’abord agir A sur X, le résultat
1 0 4
est :

y1(5I1 + .ZU3) + QIQ yg) + yg(.l'l + 4I3)
alors que si A agit d’abord sur 7Y, on trouve :

v1(5yr +y3) + 222y + 23(y1 +4ys3)
A est donc auto-adjoint.

2 01
e B=| 1 2 0 |.Silon calcule 7Y - B- X en faisant d’abord agir B sur X, le résultat

0 0 1
est :

y1(2 €T+ LL’3) + 21/2(I1 + 27)2) + T3 Ug)

alors que si B agit d’abord sur 7Y, on trouve :

.’1]1(23/1 + !/;g) + 2.’152(!/] + 2?]2) + T3Y3

B n’est donc pas auto-adjoint.
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® Propriétés :
e f auto-adjoint < P¢[X] scindé sur R < f trigonalisable dans R .

1
e fauto-adjoint = F= @ E\(f) .
AeSp(f)
e f auto-adjoint < F €S, (R) .
MeS,(R) = 3UeO(E),3DeD,(R) : M=U-DTU

Cette propriété est plus forte que de savoir que M est diagonalisable : elle est diagonali-
sable dans une base orthonormale.

e La transconjuguée d’une matrice M, notée MT, est la prise successive de la transposition
et de la conjugaison complexe de chacun des coefficients. Des propriétés analogues existent
alors pour les matrices complexes : Le groupe unitaire, U(E'), est ’ensemble des matrices
de M,,(C) telles que MT- M =1. Le groupe spécial unitaire, SU(FE), est I’ensemble des
matrices de U(E) de déterminant égal a 1.

Un endomorphisme H est dit hermitien si Hf = H . Dans ce cas, 3U € U(F) , 3D «
D,(R): H=U-D-U'.

I11] Conclusions

L’étude des formes bilinéaires via les matrices associées nous a permis de construire de nou-
veaux outils structurant dans nos espaces vectoriels, comme le produit scalaire, la norme, et la
distance.

La définition de I'orthogonalité, a partir d’un produit scalaire donné, permet de structurer un
espace de fagon efficace, en arrivant idéalement a I’écrire comme une somme directe orthogonale,
par exemple d’espaces propres d'un endomorphisme auto-adjoint.

Ces outils nous ont également donné de nouveaux criteres plus efficaces pour réduire et
diagonaliser les endomorphismes.
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Questionnaire d’auto-évaluation

1. Les coordonnées d'un vecteur sont uniques. [ ( L2
3 2
(] Vrai
0 Faux 1
3
2. Un espace vectoriel est défini par : @
[J Une loi qui compose deux vecteurs en un u ( V2 0 In(2) 1 )
vecteur [J Tous les trois
[J Une loi qui compose deux scalaires en un 0 Aucun des trois
scalaire

[J Une loi qui compose un scalaire et un vec- 7 Quel est le résultat de 'opération suivante :
teur en un vecteur 5 1 2
g5 )=

[J Une loi qui compose un scalaire et un vec-
teur en un scalaire
[1 Une loi qui compose deux scalaires en un 0 ( 12 )

vecteur 3 2
[0 Une loi qui compose deux vecteurs en un 5 92
scalaire U 3 10
3. R est un sous-espace vectoriel de : O 5> 10
' p ' 15 10
O R?
O R’ 8. Quelle est la dimension de A, (R)?
O R? et R? "
O ni R? ni R3 O n?
0"
4. Lesquelles de ces familles sont libres ? 9
O (3¢, —6¢,) O Metl)
O (&, — €,y + &) 2
O (€, — €y, —€x + €,) 0 n(n —1)
0O (4e, —7é,,—8¢,+ 14 ¢,) 2
5. Vect{(€,,¢,&)} = Vect{(é, &)} & 9. M,(R)=D,(R)®S,(R) .
Vectq (€, .
e {(6 } O Vrai
O Vrai
O Faux O Faux

6. Lesquels des éléments suivants sont des ma- 10. Le cube de c6té 2 centré sur l'origine est
trices ? un espace vectoriel.



O] Vrai
] Faux

11. Le plan d’équation z + y + z = 0 est un
espace vectoriel.

O Vrai
O Faux

12. Le plan d’équation z +y — 2z = 2 est un
espace vectoriel.

O Vrai
O Faux

13. Le plan z +y + z = 0 est égal a Vect{ex —
€y, €y — ez}.

(] Vrai

U Faux

14. Le plan z 4+ y + 2 = 0 est égal a Vect{em —
€y, €y — €, €, — €y, €, — 1/2€, — 1/263}.

O Vrai
O Faux

15. Le plan o +y + 2z = 0 est égal a Vect{ex +
€y, ex—l—ez}.

O Vrai
O Faux



1. Lesquels de ces ensembles sont des espaces

Questionnaire d’auto-évaluation

vectoriels ?

2
_l’_

3. Quelle est la dimension de I’ensemble

A

oodgogd

O 0O Oood

R

~~

O 0O Ooodg

. Quelle est la dimension de 1’ensemble
(R) des matrices triangulaires supérieures :

n(n—1)
2

) des matrices antisymétriques :
n

4. M, (R) = A, (R) @ S,(R) ?

U
U

Vrai
Faux

5. Le commutateur [A, B] entre A et B sert
a déterminer :

g

U

g

0

Si A et B sont des matrices de méme
taille.

Si A et B commutent vis-a-vis de la mul-
tiplication.

Si A et B commutent vis-a-vis de 'addi-
tion.

Si A et B ont le méme rang.

6. Pour pouvoir multiplier A par B, il faut

que :

i

g
U

U

g

A et B aient le méme nombre de co-
lonnes.

A et B aient le méme nombre de lignes.
le nombre de colonnes de A soit égal au
nombre de lignes de B.

le nombre de lignes de A soit égal au
nombre de colonnes de B.

Le produit est toujours possible.

7. Que peut on dire sur le commutateur de
deux matrices diagonales?

U
g

U
U

Il est toujours nul.

Il est nul si les matrices ont les mémes
coefficients.

Il n’est jamais nul.

Aucun des choix précédents.



8. Que peut on dire sur la trace Tr(.) d'un 10. L’ensemble des solutions d'un systeme

produit de matrices ? linéaire peut étre :
O Tr(A- B) =Tr(B- A). 0 Un espace vectoriel.
O Tr(A-B-C)=Tr(C-A-B). O Un espace affine.
O Tr(A-B-C)=Tr(C-B-A). O Un sous-espace vectoriel de R™.
O Tr(A) = Tr(TA). O Les trois choix ci-dessus sont possibles.
0 Tr(T(A B-0)) = Tx("C-T AT B). O Aucun des choix précédents.
= Tr(T(A B C)) =T(fC1 BT A). 11. La méthode du pivot de Gauss consiste
[ Aucun des choix précédents. a trigonaliser le systéeme linéaire, puis de

résoudre les équations restantes :

9. Une matrice est dite nilpotente si : [ Vrai.
O Elle commute avec toutes les autres ma- [ Faux.
trices.

[0 L’une de ses puissances entieres est nulle.

[0 L’'une de ses puissances entieres est
I'identité.
(] Sa trace est nulle.

(1 Elle est égale a sa transposée.

(1 Elle est égale a ’opposé de sa transposée.

[0 Aucun des choix précédents.



Questionnaire d’auto-évaluation

e Tout espace vectoriel ¥ de dimension n est
isomorphe a R™ :

O] vrai
O faux

e Le rang d’une application f est :

[J le nombre de colonnes linéairement
indépendantes de F

(] le nombre de
indépendantes de F'

[] le nombre de colonnes de F' différentes de
0

O le nombre de lignes de F' différentes de 0

(] la dimension de I'image de f

[] la dimension du noyau de f

lignes linéairement

e Si (f(v) =0 = v =0), f étant une
application linéaire en dimension finie, alors F’
est inversible :

O vrai

O faux

e Si K = E| & FE,, alors le projecteur p sur
E est tel que :

Op*=p
O p?=0
Dp.I'EEl EEl
O plre EBy) =0
U plx € Ey) € By
Dp(:vEEg):O

e Le nombre réel A est une valeur propre de
fsi:

O JvelE : flv)=Av

O JveE* : f(v)=Av

[J A est une racine du polynome ca-

ractéristique de f
(1 X est une racine du polynome minimal de

f

e Le spectre de f est défini par :

O les vecteurs de rank(f)

[ les vecteurs de I'image de f

[J I'ensemble des valeurs propres de f
(] I'ensemble des vecteurs propres de f

e Le polynome caractéristique est toujours
annulateur :

O vrai
O faux

e P[X]=2X?+4+ X —1 est scindé dans R :

O vrai
O faux

o P[X] = X%+ X +1 est scindé dans R :

O vrai
O faux

e I est diagonalisable si :

[J le polyndme caractéristique de f s’annule
en F

[J le polynome caractéristique de f est
scindé a racines simples

[J le polynome minimal de f est scindé a
racines simples

[] ses valeurs propres sont les racines du po-
lynome caractéristique

e Dans C, F' peut s’écrire par blocs avec uni-
quement des blocs de Vect{]l}, ou la somme de
tels blocs et d’un bloc nilpotent :

U vrai
O faux
e Dans C, tout polynome est scindé :
U vrai

O faux

e Dans C, toute matrice est diagonalisable :

O vrai
O faux

e Si [Fl, Fz] = 0, alors il existe une base de
E formée de vecteurs propres de Fi et de F,
en meme temps :

O vrai
O faux



Questionnaire

e Une forme bilinéaire transforme :

un couple de vecteurs en vecteur
un couple de vecteurs en scalaire
un couple de scalaires en vecteur
un couple de scalaires en scalaire

ooono

e L’action d'une forme bilinéaire B(z,y)
peut s’écrire sous la forme 7X - B-Y :

O vrail
O faux

e Si B est une forme bilinéaire, alors
B(z,y)* > B(x,2)B(y,y) :

O] vrai
O faux

e Si B(.,.) est une forme bilinéaire, alors il
est possible de lui attribuer de facon unique
une matrice B dans une base donnée :

O vrail
O faux

e Un produit scalaire ( . { . ) est une forme
(i) bilinéaire, (ii) symétrique, (iii) positive :

O vrai

O faux

e Il est possible de définir le produit scalaire
de deux fonctions d’une variable réelle :

O vrail
O faux

e Si M et N sont des matrices, il est pos-

sible de donner du sens & 1’assertion suivante :
M1N

O vrail
O faux

d’auto-évaluation

e Soit N une norme. L’inégalité triangulaire
s’écrit :

O N(z)?+ N(y)? = N(z +y)*
O N(z)*+ N(y)? < N(z +y)?
O N(z)*+ N(y)? > N(z + y)?
O N(z)+ N(y) = N(z + y)
O N(z)+ N(y) < N(z +y)
O N(x)+ N(y) = N(z +y)

e La famille de vecteurs {(100), (020), (003) }
est :

00 Une base orthogonale de R?

O Une base orthonormale de R?

[J Une base ni orthogonale ni orthonormale
de R3

O Ce n’est pas une base de R?

e Si M € O(n), alors (M -z|M ) =

(x‘x) :

O vrai
O faux



TD1 : Espaces vectoriels

Exercice 1 : Lois de composition interne

Rappel : Une loi de composition interne * sur un espace F est une loi telle que toute combinaison
a * b de deux éléments de F soit un élément de F.

Définition : Un groupe (E,*) est un ensemble muni d’une loi de composition interne
(i) associative,
(ii) qui admet un élément neutre,

(iii) dont chaque élément possede un inverse qui est un élément de E.

Pour les couples ensembles et de lois suivantes, déterminer 1) si la loi est bien une loi de composition
interne pour cet ensemble, et 2) si les ensemble munis de ces lois sont des groupes. Si non, existe-t-il
un moyen simple de modifier ces ensembles pour en faire des groupes ?

o (N, +) o (Z*, %) o (R* +)
o (Z,+) e (Q+) o (R* x)
e (N, x) e (@, x)
o (Z,x) e (R,+)

Exercice 2 : Familles de vecteurs

Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées. Quels espaces vectoriels engendrent-
elles ?

o (&) e (26, +¢,,¢,) o (36, +¢,,8 +&,8 —¢)
o (6,26, o (3¢, —¢,¢ +¢,) o (58, —3¢,+2¢,

o (& —¢) e (3¢,—¢,-27¢ +9¢,) —98 +6¢, -3¢,

° (€x7€y) o (é)xa_’y;é'z) —4ex+36y—ez)

e (5¢,,—10¢,) o (2¢,+¢,,—¢,¢)

Exercice 3 : Quelques applications en physique

Partie 1 : Mécanique céleste

1) Considérons deux objets massifs. Quelle force s’exerce entre eux? Quelle propriété a alors
la trajectoire du second objet dans le référentiel du premier ?



2) Apres avoir choisi une famille de vecteurs appropriée pour décrire le mouvement, donner
une base de I'espace vectoriel dans lequel s’inscrit la trajectoire. Donner sa dimension.

3) L’espace vectoriel ainsi engendré remplit-il I'espace ? Si oui, justifier. Sinon, compléter la
base précédente de maniere adaptée a la description de I'espace comme la somme directe
de deux espaces vectoriels que I'on précisera.

Partie 2 : Mouvement d’une particule chargée

1) Soit ¢ une charge ponctuelle. Elle est placee dans un champ électrique uniforme et constant
E = Fé&,. En supposant que 9(t = 0) = 0, déterminer la trajectoire de la particule ainsi
que l'espace vectoriel dans lequel celle-ci s’inscrit. Donner une base de cet espace vectoriel
ainsi que sa dimension. Remplit-il I’espace ? Si oui, justifier. Sinon, compléter cette base en
une base adaptée a la décomposition de I'espace en une somme directe dont un membre est
I’espace vectoriel engendré par la trajectoire de la particule.

2) Répondre aux mémes questions si ¥(t = 0) = vy &,.
3) Répondre aux mémes questions si 9(t = 0) = v €.
4) Considérons cette fois qu’au lieu d’un champ électrique, la particule est soumise & un champ

magnétique uniforme et constant B = B ¢€,. Répondre aux mémes questions si 0(t = 0) =
Vo gy-

5) Répondre aux mémes questions si (¢t = 0) = v €, + v; €.

Exercice 4 : Changements de base

Donner les coordonnées des vecteurs suivants dans les nouvelles bases décrites ci-dessous :

1 1 3 —1 0
0 , 2 , 4 , 2 , 9
0 3 5 0 -1
1) 2) 3)
€, = é;+e —2¢, € = 2é,—2€¢,+2¢€, € = ée;+e —2¢,
e, = 2¢, €, = 3ex+ e, e, = 3e; + ¢,
e = Cx g, = ée;+2¢e,+3€, €, = 2é,+¢é,—¢€,



TD2 : Opérations sur les matrices

Exercice 1 : Identité d’Hamilton-Jacobi

Démontrer la loi suivante appelée identité d’Hamilton-Jacobi.

[A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0. (1)

Exercice 2 : Rotations dans le plan

1) Ecrire la matrice de changement de base P(f) qui permet de passer de (e}, €y) a un repere
tourné d’un angle 6.

2) Quelle est 'action de P(6) sur €, 7 Sur €, 7 Sur un vecteur quelconque ?
3) Calculer [P(6), P(¢)]. Ce résultat vous parait-il cohérent ?

4) Calculer T P(6) x P(0).

Exercice 3 : Matrices de Pauli

Les matrices de Pauli sont les trois matrices suivantes :

a-(12) en () ee(Ah) e

1) On définit l'opération T par la prise de la transposée et du complexe conjugué d’une matrice.

Calculer O';r 0.

2) Montrer que {H, o; est une base de My, ((C)

}1<i<3

1
3) Soient s; = —— 0;. Calculer [s;, s;]. On pourra introduire le symbole de Levi-Civita €, qui

est égal a 1 si 4, j, et k sont rangés dans ’ordre des entiers, ou une permutation de signature
positive de ces indices (par exemple i =1, j =2, k=3,0ui=3,j =1, k=2), et -1 sinon
(par exemple i =1, j = 3, k = 2).

4) Calculer {o;,0;}, ou {.,.} est anticommutateur défini par {A, B} = AB + BA.

5) Puisque les puissances d'une matrice sont définies, on admettra qu’il est possible de définir
une exponentielle matricielle a partir de la série entiere définissant I’exponentielle est les
puissances d’une matrice :

exp(M) = Z M : (3)



Calculer exp (i a7i-G), ou ||7i|| = 1, & est un vecteur de coordonnées (oy,02,03), et - agit
comme un produit scalaire.

6) A partir des propriétés des matrices de rotation mises en évidence dans I’exercice précédent,
exprimer une rotation autour de 'axe €, en fonction des matrices de Pauli.

Exercice 4 : Rotations & trois dimensions

1) A partir des résultats des exercices précédents, donner une famille génératrice de I’ensemble
des matrices de rotation dans 'espace a trois dimensions. On admettra que le produit de
deux rotations est une rotation.

2) Ces matrices commutent-elles entre elles ?

3) En admettant que, de méme que dans le cas a deux dimensions, les rotations dans l’espace
peuvent se mettre sous la forme :

R(6) = exp(6T),
ott T est une matrice, donner une base de I'ensemble dans lequel évoluent les T.
4) Soient {TZ}1 << les matrices de la base précédente. Quelles relations de commutation

vérifient-elles ?

Exercice 5 : Décomposition irréductibles des matrices dans l'espace

1) Montrer que :
Mpn(R) = Vect(I) ® A, (R) & S, (R), (4)

ou A, (R) est 'ensemble des matrices antisymétriques, et Sf(R) I'ensemble des matrices
symétriques de trace nulle.

2) Appliquer ce théoreme aux lois de déformation d'un solide élastique.

3) Appliquer ce théoreme aux lois de déformation d'un liquide Newtonien.



TD3 : Résolution de systemes linéaires

Exercice 1 :

Résoudre les systemes suivants a 1’aide du pivot de Gauss :

2 + 5

X

<

3z
2x
Sx

5z
—11xz
6x

5x
2x
4x
3

Exercice 2 :

9z + 2y
’ 3r —
z =1
7z = 0 ,
2z = 3
7z =0
z =1
20z = 2
+ = 2
+ 3w = 3
+ 2w = 5
+ Sw = 1

Sy

0
0

.

2y +
3y +
13y +

+ +

y o+

Yy
2y
3y
+ Yy
+ 3y
+ 2y
2y

+
+

+

2z

S5x
2x

3z + Ty
9z +

21y

3z
z
3z

z

3z
z
z

10 z
4z

&~

4
—1
11

Résoudre les systemes suivants a 1’aide de la méthode de la matrice augmentée :

r + 2y = 5 — 3y
x — y =0 7 2z 4+ gy
3z + 2y — z = 1
r — 4y 4+ 2z = 5
Sr 4+ 8y — 4z = -3

2z + Sy + 2z =

r + 2y + 2z = ,

3z + 4y =
r + 0y
2z — y
-5z + 4y
3r. — y

1 r — 3y
-2 7 10z — 9y
3z + 2y — z =
r — 4y + 2z =
Sr + 8y — 4z =
+ 2y + 3=z
- vy 4+ 3z — w
+ 3y + 3z + 3w
+ 2w
z =T
5z = 2
14z =1
Tz = 5

S = O

5

15

N O = =



Exercice 3 :

Calculer les déterminants suivants :

9 3 4 517 3 11 1 1 -2 4 7
12 3 4 8 2 -9
3 4 =2 , 2 4 =3 , ,
5 6 _3 1 o 2 1 3 6 10 -4 6 8
1 4 10 20 2 -9 3
La prochaine série est a réaliser en faisant un minimum de calculs :
01111
1 0111 0o 2 =3 0 a —D 1 a be
11011 , -2 0 4 , —a 0 ¢ , 1 b ca
1 1101 3 -4 0 b —c 0 1 ab
11110
cos(f) —sin(d) 0 cos(f) 0 sin(0) 1 0 0
sin(f) cos(f) 0O : 0 1 0 : 0 cos(f) —sin(0)
0 0 1 —sin(#) 0 cos(0) 0 sin(f) cos(f)
Exercice 4 :
Résoudre les systemes suivants en utilisant la regle de Cramer :
r + 2y = 3 r — by = 3 3z + 3y = 1
22 — y =1 7 -2z + y =0 7 2z + 2y = =5
3z 4+ 2y + z = -1 r + 2y + z = 2
-z 4+ y - z = 2 , - + 2y — z = =2 ,
-3 + z = 0 r + y + z = 0

¥ = y(r—vt) A - B = -1
t = y(t—=zv/c) ikA — KB = ik

Exercice 5 :

Inverser les matrices suivantes en passant par la comatrice :

() (o) (o ) (0 0) (5 ) (50 o)

Q0 =~ Ot W



40 1 10 1 1 -1 1
2 0 —1 : 010 : -1 0 -1
03 0 00 1 0 -1 0
cos(d) —sin(f) 0O 1 0 0 —1/vV/2 0 —1/V2
sin(d) cos(d) 0 : 0 V3/2 1/2 : 0 1 0
0 0 1 0 —1/2 /3/2 1/vV2 0 —1/V/2

Exercice 6 :

Inverser les matrices suivantes en passant par la matrice augmentée :

101 011 12 3
010 , 101 : 31 2
2 0 1 110 2 31

110 101

0 3 2 : 111

50 1 010



TD4 : Applications linéaires en dimension finie

Exercice 1 : Applications linéaires et matrices

Donner les matrices associées aux applications linéaires suivantes :

28 — vy T + y + =z
fin o (250 0) L kim0 o2+ oas )
Y
x + 2z
f32(l‘7y,2)f—> z - 2y
22 + y — 2=z
Donner les applications linéaires associées aux matrices suivantes :
2 0 =3 010 010
Fr=1 01 2 , Fs=1(1 01 , Fs=10 0 1
2 0 —1 010 000
Exercice 2 : Noyaux et images
Trouver les noyaux et images des applications linéaires suivantes :
25 — y r + vy + =z
it (507 0) 0 maae [0k o2 4 s ]
x + 2z 2x + 3z
f3:<xayaz>'_> x - 2y ’ f41(«75,y,2’)'—> Yy + 2z )
20 + y — 2z 2x -z
Y Y
fs:(z,y,2) =~ | « + =z . fer(xy,2)— | 2
Y 0

Exercice 3 : Diagonalisation

Diagonalisez si possible les matrices suivantes. (Plus précisément, trouvez la forme diagonale de
ces matrices. Les matrices de changement de base associées ne sont pas demandées.)

1 23 cos(f) —sin(d) 0 010
Mi=| 01 4 , My= | sin(d) cos(@) 0 , Myg={101 |,
0 01 0 0 1 010



o = O
_ o
=
I
o O O
O O =
O = O

Exercice 4 : Projecteurs

Soit Py la matrice carrée de taille N dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1) Exprimer PZ en fonction de Py.
2) Posons Py = A Py, A € R. Comment doit-on choisir A pour que Py soit un projecteur ?

3) Quelles sont les valeurs propres de Py (les multiplicités associées ne sont par demandées
ici)?

4) Py est-elle diagonalisable ? Si oui, donner sa forme diagonale.
Indice : On pourra s’aider du rang de Py .

5) Quel est le projecteur sur l'espace orthogonal a celui de Py 7

Exercice 5 : Inversion et polynome caractéristique

1 —a O 0

. 0 1 —a O
Soit M = 00 1 -—al @ eR

o 0 0 1

1) M est-elle inversible ?

2) Calculer M.

3) Généraliser le calcul précédent a une dimension quelconque.

Exercice 6 : Diagonalisation des matrices définies par des séries

Soit M une matrice de taille n dont toutes les valeurs propres { '“k}1 crep, SONt réelles et non
A
dégénérées. Les vecteurs propres associés sont notés {"Uk}l hen:

+oo
1) La série Z — wp' est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa valeur ?
m!

m=0



+o0
1
2) Que vaut 5 —M™ v
m!
m=0

3) Grace a ces résultats, il est possible de définir la matrice £(z) = e*™. Montrer que £(z+2) =

E(z)-E().
4) Quelle est I'inverse de £(z) 7
5) Que peut-on dire de E(it), t € R?
6) Que vaut E(it)"?

+oo
7) Soient H € M,,,(C), diagonalisable, & valeurs propres réelles, z € C, et R(z) = Z L mAb
m=0

Notons Sp(H) = {E\} .

Pour quelles valeurs de z R(z) est-elle définie (trouver une condition sur z pour que la
formule donnant R(z) ait un sens)? Dans ce cas, comment simplifier ’écriture de R(z)?

Remarque : La matrice R(z) s appelle la matrice résolvante. Elle sert a résoudre des équations
différentielles vectorielles.



TDS5 : Applications du produit scalaire sur les espaces
de fonctions

Exercice 1 : Formes bilinéaires induites par des matrices

Les matrices suivantes définissent-elles un produit scalaire ?

010 101 /2 —v/3/2 0
My=|001 , My=|[0 10 , My=1| Vv3/2 1/2 0 :
000 101 0 0 1
2 0 5 111
My=|0 -1 1 , My=|10 1
5 1 3 111

Exercice 2 : Décomposition en ondes planes

Soit S (espace de Schwarz) 1’ensemble des fonctions a décroissance rapide définies par :

Vk e N*, lim [2* f(z)| =0,

r—F00

avec f € C"O(C) .
1) Montrer que (S , =+, ) est un espace vectoriel.

2) S est muni du produit suivant :

+oo

(fl9) = f*(x)g(x)dz,

ou f*(x) est le conjugué de f(x).

Soient ey, : & — e~k Montrer que la famille {ek}keR est une famille libre.
3) Montrer que {ek}keR est une famille génératrice de S.

4) Que peut-on en conclure ?

5) Montrer que la famille {ek} rer €St orthogonale.

6) Est-elle normée ?



7) Quelle est l'interprétation physique des {ek} reR ?

8) Soit I’équation de d’Alembert :
Op(z,t) =0.

En quoi la décomposition sur {ek}k R est-elle intéressante 7

9) Discuter de la pertinence d’une telle décomposition pour étudier I’équation de Sine-Gordon :

Op(z,t) =sin (¢(z,t)) .

Exercice 3 : L’opérateur dérivation

Cet exercice a pour but de vous faire changer votre regard sur la dérivée. Bien que vous connais-
siez celle-ci comme la limite du taux d’accroissement d’une fonction, nous allons ici la considérer
comme un opérateur qui agit sur les fonctions, vues comme un ensemble de vecteurs.

Soit D 'opérateur défini sur S, restreint ici aux fonctions d’une variable réelle, par :

. df
D: fn—>%.

1) D est-elle une application linéaire ?
2) Quelles sont ses valeurs propres? Ses vecteurs propres ?

3) En déduire les solutions de 3" 4+ 3¢ +2y = 0 et y© — 14y™ + 494" —36y =0 , oi1 y est
une fonction d’une variable réelle.
4) S est muni du produit scalaire suivant :
“+oo
(flg) = f(x)g(z)d,

—00

D est-il un opérateur auto-adjoint ?

5) D préserve-t-elle la norme canonique induite par le produit scalaire? On pourra prendre
pour exemples une fonction gaussienne et une fonction exponentielle.

6) Soit g définie par :
g: f>V2-0-F,

ou 0 est la fonction de Heaviside. Montrer que g préserve la norme sur S*, défini comme
I’ensemble des fonctions paires a décroissance rapide.



Bilan des compétences exigibles

Compléments de mathématiques (2023)

% Cours n°1 : Des vecteurs aux matrices :

O

La définition étant donnée, savoir déterminer si un ensemble muni d’une ou deux lois de
composition est un groupe, un espace vectoriel, ou un sous-espace vectoriel d’'un espace
vectoriel donné.

Connaitre les définitions des familles de vecteurs libres, liées, génératrices, d’une base, de
la dimension d'un espace vectoriel. Savoir déterminer si une famille de vecteurs donnée est
libre ou liée.

Savoir donner une base d'un espace vectoriel de dimension finie, savoir déterminer ’espace
vectoriel engendré par une famille de vecteurs a deux ou trois dimensions.

Connaitre la définition de la somme directe de deux espaces vectoriels. Savoir choisir une
base adaptée a une telle décomposition a trois dimensions.

Savoir écrire une matrice de changement de base, et utiliser une telle matrice pour calculer
les coordonnées d’un vecteur dans la nouvelle base dans des exemples a trois dimensions.

% Cours n°2 : Opérations sur les matrices :

O

O

Connaitre les définitions de M,,,(R), M, (R), GI,,(R), S,(R), A,(R), .7 (R), 7,~
que les dimensions associées, sauf pour Gi,,(R).

Savoir additionner et multiplier des matrices sur R3.

Etant donnée la définition d'un groupe/espace vectoriel, savoir déterminer si un ensemble
de matrices muni d’une ou deux lois de composition est un groupe/espace vectoriel.

Connaitre la définition de 'associativité et la commutativité d’une loi de composition in-
terne.

Savoir calculer le commutateur/I’anticommutateur de deux matrices.

Connaitre les définitions de la transposition et de la trace, et savoir les utiliser sur des
matrices de R3.

Savoir appliquer la relation de changement de base aux marices.

Connaitre la définition de la nilpotence. Savoir déterminer si une matrice de M3(R) est
nilpotente.

En étant guidé, savoir calculer les puissances successives d'une matrice, et avec de [’aide,
savoir les utiliser pour comprendre comment fonctionne un opérateur défini par une série

sur M3(R).



% Cours n°3 : Résolution de systemes linéaires :

U
U

U
U

Connaitre la méthode du pivot de Gauss.

Savoir résoudre un systeme linéaire a deux ou trois inconnues a l'aide d’une méthode au
choix.

Savoir calculer le déterminant d’'une matrice de M3(R).

Savoir déterminer si une matrice de M3(R) est inversible, et calculer son inverse a l'aide
d’une méthode au choix.

% Cours n°4 : Applications linéaires en dimension finie :

O 000

O

O

Connaitre la définition d’une application linéaire, d’'un endomorphisme.
Savoir que tout espace de dimension n est isomorphe a R".
Savoir associer une matrice F' a une application linéaire f, et réciproquement.

Connaitre la définition du rang d’une famille de vecteur, savoir le calculer pour une famille
d’au plus trois vecteurs.

Connaitre les définitions du noyau et de I'image d’une application linéaire, ainsi que le
théoreme du rang.

Savoir définir un projecteur. Connaitre sa propriété d’idempotence, et savoir calculer son
image.

Connaitre les définitions des notions suivantes : valeur propre, vecteur propre, spectre,
sous-espace propre associé a une valeur propre, diagonalisation, trigonalisation, polynome
caractéristique, polynome minimal, multiplicité d’une valeur propre.

Connaitre le lien entre polynome caractéristique, polynéme minimal, et valeurs propres,
ainsi que celui qui lie la multiplicité d’une valeur propre a la dimension du sous-espace
propre associé.

Savoir calculer le polynome caractéristique d’une matrice, d'une application linéaire.

Connaitre la définition du caractere scindé d’un polynome. Savoir déterminer si un polynoéme
donné est scindé sur R. Savoir que tous les polynomes sont scindés sur C.

Connaitre les théoremes fondamentaux sur la diagonalisation, la trigonalisation, ainsi que
le théoreme de Cayley-Hamilton.

Savoir que deux matrices qui commutent sont co-diagonalisables.

Connaitre la définition d’un bloc de Jordan. Savoir mettre une matrice de Mj3(R) sous
forme de blocs de Jordan (sans expliciter la matrice de changement de base).



% Cours n°5 : Applications bilinéaires et espaces euclidiens :

[0 Connaitre la définition d’une forme bilinéaire, d'une forme symétrique, antisymétrique, po-
sitive, définie positive. Savoir déterminer si une forme bilinéaire donnée remplit ces criteres.

[0 Connaitre la définition d’un produit scalaire. Savoir déterminer si une forme bilinéaire
donnée est associée a un produit scalaire.

[0 Savoir manipuler le produit scalaire induit par une matrice.

[0 Connaitre la définition d’une norme, de la norme induite par un produit scalaire. Savoir
vérifier qu’'une forme linéaire donnée est une norme.

[0 Connaitre la définition d’une distance, de la distance canoniquement associée a une norme.
Savoir vérifier qu'une forme bilinéaire est une distance. Savoir calculer la distance entre un
vecteur et un espace vectoriel.

0 Connaitre les définitions d’une base orthogonale, d’une base orthonormale. Connaitre I'inégalité
de Cauchy-Schwarz. Savoir retrouver les identités simples (identité de polarisation, du pa-
rallélogramme, ...) sans toutefois connaitre ces identités par coeur.

OO0 Connaitre la définition de I'orthogonalité. Savoir déterminer si un vecteur/espace est ortho-
gonal a un autre vecteur/espace.

[J Connaitre les définitions d’espace orthogonal, de supplémentaire orthogonal, savoir quand
ceux-ci sont uniques, ainsi que la définition du projecteur orthogonal associé a une somme
directe orthogonale.

O Connaitre la définition des groupes O(n) et SO(n). Savoir déterminer si un opérateur ap-
partient a I'un de ces groupes. Savoir que les applications orthogonales conservent la norme.

[0 Connaitre la définition de I’adjoint d’un endomorphisme, d'un endomorphisme auto-adjoint.
Savoir déterminer si un endomorphisme donné est auto-adjoint.

[0 Connaitre les liens entre propriété d’auto-adjonction, trigonalisation sur R, mise des sous-
espaces propres en somme directe orthogonale. Connaitre le théoreme de diagonalisation
des matrices de S, (R).

O Connaitre les définitions de U(n), SU(n). Savoir déterminer si un opérateur donné appartient
a 'un de ces groupes. Connaitre le théoreme de diagonalisation des matrices hermitiennes.



Examen blanc : Compléments de mathématiques

Date de rendu : 07/11/2023

Calculatrices, documents et téléphones interdits — Durée : 1h30

Questions de cours : Définir en une phrase les notions suivantes : famille libre de vecteurs,
famille liée de vecteurs, base d’un espace vectoriel.

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :
1) dim(vect({eq, &\ +E — &, —8 + 53})> ~3.
2) La loi d’addition sur les matrices est commutative.

3) La loi de multiplication sur les matrices est associative.

4) Soit D, (R) 'ensemble des matrices diagonales de taille n a coefficients dans R.
A,BeD,(R) = [A B]=0.

5) Toute application linéaire en dimension n peut étre associée a une matrice de M,,,,(R).

Exercice d’application :

1] Résoudre le systeme suivant :

20
2] Inverser la matrice suivante : [ 0 1 2
10

Probleme : Algebre de Heisenberg

En mécanique quantique, I’évaluation de la position et de I'impulsion des particules se fait via des
opérateurs qui peuvent étre étudiés sous forme matricielle, ce qui leur confere des propriétés inha-
bituelles et permet I'existence de comportements bien différents de ceux des particules classiques.
Ce probleme propose d’étudier quelques propriétés de ces matrices.



Considérons les trois matrices suivantes :

1)

2)

3)

5)

010 000 0 01

hi=1 0 0 0 , ho=10 01 , hs3=10 0 0
000 0 00 000
Lesquelles parmi ces matrices sont nilpotentes ? Le montrer par le calcul.

Calculer [hl, hg}, [hg, hg] et [hg, hl] . Ces trois relations de commutation définissent 1’algébre
de Heisenberyg.

Par analogie avec les nombres réels, il est possible de définir une exponentielle agissant sur
les matrices a partir de sa série entiere. Lorsque cette somme converge, I’exponentielle de
M est définie par :
+oo
Mk
exp (M ) = Z o

k=0

Calculer exp ,oua,b, celR.

o O O
o O 2
o 0

Indice : On utilisera autant que possible les résultats déja établis pour simplifier le calcul.

Un ensemble, muni d'une loi de composition interne est appelé groupe si la loi de composition
vérifie les propriétés suivantes :

(1) elle est associative.
(ii) elle admet un élément neutre.

(iii) tout élément admet un inverse qui est un élément du groupe.

Montrer que (H3(R), x), ol H3(R) est 'ensemble des matrices s’écrivant

OO =
O = Q
S0

avec a, b, ¢ € R, est un groupe. Ce groupe s’appelle le groupe de Heisenberyg.

La multiplication dans Hj (]R) est-elle commutative ?

e Bonus : Application

En mécanique quantique, 1’état d’un systeme peut étre représenté par un vecteur, appelé vecteur
d’état. Les différentes transformations appliquées au systeme peuvent alors étre représentées par
des matrices agissant sur le vecteur d’état.

Dans la suite, nous admettrons que la mesure de la position d'une particule quantique peut étre
représentée par un opérateur, z, et la mesure de son impulsion par un opérateur p qui vérifient :

[#,9] = iR, (2)

2



ou h est la constante de Planck réduite, et I 'opérateur identité.

6) Montrer que &, p, et un troisieme opérateur que 1'on précisera vérifient les relations de commu-
tation de l'algebre de Heisenberg établies dans 2) ci-dessus.

Dans la suite de ce probleme, nous allons examiner deux opérateurs particuliers : 'opérateur
e™®/" dont on admettra qu'il correspond & modifier 'impulsion de la particule de la facon sui-
vante : p — p+ «, autrement dit cet opérateur impose un décalage en fréquence de I'onde associée
A la particule; et Popérateur e””/" dont on admettra qu’il correspond & imposer une translation
du systeme z — x + .

Puisque la multiplication matricielle n’est généralement pas commutative, la relation de morphisme
de Iexponentielle : e®*? = e®¢® n’est plus vérifiée a priori si a et b sont des matrices. Dans ce cas,
il est possible d’établir le résultat suivant, appelé relation de Baker-Campbell-Hausdorff :

G = > Z=XAY ALY SV - SV @)

ol ... sont des termes mettant en jeu un plus grand nombre de commutateurs imbriqués.

7) Montrer la relation suivante, connue sous le nom de théoreme de Stone-von Neumann :

piad/h | iBp/h _ —iaB/h  iBp/h _ iad/h (4)

La signification de ce résultat est la suivante : puisqu’en mécanique quantique, contrairement a la
mécanique classique, les opérateurs représentant les mesures de position et d’impulsion ne com-
mutent pas, ’ordre dans lequel s’effectuent la translation et le décalage en fréquence d’une particule
est important. En effet, suivant 'ordre dans lequel ces deux transformations sont appliquées, le
vecteur d’état du systéme est affecté d’un facteur de phase €’*?/" supplémentaire.

Questions hors bareme : (ne comptent pas dans les 1h30 de composition).

1) J’ai trouvé cette évaluation : trop facile, facile, ni facile ni difficile, difficile, trop difficile.

2) Jai trouvé cette évaluation : trop courte, assez courte, de longueur adaptée, assez longue,
trop longue.



Examen blanc : Compléments de mathématiques

Correction

Questions de cours : (8 points)

Définir en une phrase les notions suivantes :

e famille libre de vecteurs : Une famille libre de vecteurs est une famille telle que toute
combinaison linéaire égale au vecteur nul a tous ses coefficients nuls. (1 point)

e famille liée de vecteurs : Une famille de vecteurs est liée s’il existe une combinaison linéaire
non triviale de vecteurs égale au vecteur nul. (1 point)

e base d’un espace vectoriel : Une base d'un espace vectoriel est une famille libre et génératrice
de cet espace. (1 point)

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :
1) dim(vect({a, &\ + & — &, — + @,})) =3

Faux (le troisieme vecteur est une combinaison linéaire des deux premiers). (1 point)
2) La loi d’addition sur les matrices est commutative.

Vrai (attention, il s’agit de I’addition, non de la multiplication). (1 point)
3) La loi de multiplication sur les matrices est associative.

Vrai. (1 point)
4) Soit D, (R) 'ensemble des matrices diagonales de taille n a coefficients dans R.

A,BeD,(R) = [A B]=0.

Vrai (écrivez le). (1 point)

5) Toute application linéaire en dimension n peut étre associée a une matrice de M,,,(R).

Vrai. (1 point)



Exercice d’application : (4 points)

1] Résoudre le systeme suivant : (2 points)

r — 2y =0
x + z = 2 (1)
22z + 3y — z =1

N’importe quelle méthode du TD n°3 peut étre appliquée. N’ayant pas relevé de grosses erreurs
dans les copies, je donne simplement le résultat final :

=1E5)} i

0 1
1 2 (2 points).
0 -1

2] Inverser la matrice suivante :

iR V]

Méme remarque que ci-dessus. La matrice inverse est :

1/3 0 1/3
—2/3 1 4/3 || (3)
1/3 0 —2/3

Probléme : Algebre de Heisenberg (8 points)

En mécanique quantique, I’évaluation de la position et de I'impulsion des particules se fait via des
opérateurs qui peuvent étre étudiés sous forme matricielle, ce qui leur confere des propriétés inha-
bituelles et permet 'existence de comportements bien différents de ceux des particules classiques.
Ce probleme propose d’étudier quelques propriétés de ces matrices.

Considérons les trois matrices suivantes :
010 000 001
hi=10 0 0 , ho=|( 001 , hs=1 0 0 O
0 00 0 00 000

1) Lesquelles parmi ces matrices sont nilpotentes ? Le montrer par le calcul. (1 point)

==k —0l|. (4)

Les trois matrices sont nilpotentes.



2)

Calculer [hl, hg}, [hg, hg] et [hg, hl] . Ces trois relations de commutation définissent 1’algéebre
de Heisenberg. (2 points)

Il s’agit d'un simple calcul de produit matriciel, qui ne pose pas de difficulté particuliere
car les matrices h; possedent beaucoup de 0. Le résultat est alors :

(1, he] =hs , [ha,hs) =0,  [ha,ha] =0]. (5)

Petit commentaire suite a la lecture des copies : lorsqu’un commutateur est non nul dans
un exercice ot [’on étudie les relations de commutation dans un groupe de matrices, il est
généralement crucial didentifier cette matrice non nulle avec des matrices de [’ensemble
avec lequel on travaille. Ici, il est important didentifier hy dans la premiére relation de
commutation. Sans cela, il n’était pas possible de traiter ['application en bonus.

Par analogie avec les nombres réels, il est possible de définir une exponentielle agissant sur
les matrices a partir de sa série entiere. Lorsque cette somme converge, I’exponentielle de
M est définie par :
+o0 k
M
exp (M ) = o
k=0

Calculer exp ,oua, b, c € R. (2 points)

o O O
o O e
o 0

Indice : On utilisera autant que possible les résultats déja établis pour simplifier le calcul.
Tout d’abord, remarquons que la matrice ci-dessus s’écrit M = a-hy+b-hy+c- hz, dou :

M? = (a-hy+b-hy+c-hg)’
=a® h3+ b h3+c* h3+2bc-hyhs+2ca-hihs+ab-hihy+ba-hyhy
=ab- hg s
ou 'on a pris garde au fait que toutes ces matrices commutent sauf hy et hs, et nous avons

utilisé les résultats précédents pour éliminer tous les carrés (les matrices sont nilpotentes), et
la plupart des produits matriciels déja calculés a la question 3), et qui valent 0. Finalement,

0 0 ab
M?*=ab-hs=| 00 0 |. (6)
00 0

Pour les mémes raisons, M? = 0.
Finalement, nous pouvons écrire :
2

M
exp(M):H—I—M—i—T—i-O

1
:11+(a.h1+b-h2+c.h3)+§ab.h3,



soit finalement,

1 a
exp(M)=1 0 1 b : (8)
0 0

De maniere générale, on retiendra que pour traiter un probléeme de calcul d’exponentielle
matricielle, la premiére étape est de reformuler le probleme pour faire apparaitre le plus
possible des matrices idempotentes ou nilpotentes. Pour que le calcul soit faisable, il faut
powvoir calculer M* dans le cas général.

Un ensemble, muni d’une loi de composition interne est appelé groupe si la loi de composition
vérifie les propriétés suivantes :

(i) elle est associative.
(ii) elle admet un élément neutre.

(iii) tout élément admet un inverse qui est un élément du groupe.

Montrer que (H3(R), x), ol H3(R) est 'ensemble des matrices s’écrivant

o O =
O~ 2
—_— S0

avec a, b, c € R, est un groupe. Ce groupe s’appelle le groupe de Heisenberg. (2 points)

Remarque apres la lecture des copies : pour montrer les propriétés du groupe, par exemple
l'existence de [’élément neutre, il ne suffit pas de dire que ['identité est un élément neutre,
il faut également montrer que c’est un élément du groupe !

(i) La multiplication des matrices est associative, donc sa restrictions aux matrices de Hj
I'est aussi.

(ii)) T est un élément neutre pour la multiplication. De plus, c’est I’élément du groupe
correspondant a a = b =c = 0.

(iii) La multiplication de deux éléments de Hj s’écrit :

1 a c 1 d ¢ 1 a+d Jd+ab+c
01 b 01y |=[0 1 b+ b 9)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Nous pouvons déja vérifier que Hs est bien stable par la loi x. A partir de ce résultat,
nous pouvons affirmer que 'inverse de I’élément de H3 de constantes a, b et ¢ est I’élément
de constantes —a, —b, —c + ab.

La multiplication dans Hs(R) est-elle commutative ? (1 point)

D’apres I’équation (9), la multiplication n’est pas commutative. En effet, si nous reprenons
la multiplication de ces deux matrices, dans un cas, le coefficient de hs est ¢+ a b’ + ¢, alors
que dans le deuxieme cas, cet élément est ¢ + a’ b+ ¢, qui est différent dans le cas général.




e Bonus : Application

En mécanique quantique, 1’état d’'un systeme peut étre représenté par un vecteur, appelé vecteur
d’état. Les différentes transformations appliquées au systeme peuvent alors étre représentées par
des matrices agissant sur le vecteur d’état.

Dans la suite, nous admettrons que la mesure de la position d'une particule quantique peut étre
représentée par un opérateur, z, et la mesure de son impulsion par un opérateur p qui vérifient :

[2,p] =ihl, (10)
ou h est la constante de Planck réduite, et T 'opérateur identité.

6) Montrer que Z, p, et un troisieme opérateur que l'on précisera vérifient les relations de commu-
tation de 'algebre de Heisenberg établies dans 2) ci-dessus.

Pour réussir cette question, il était primordial d’avoir identifié hs dans le commutateur de hy et
hy a la question 2).

Le choix des représentants de 1’algebre de Heisenberg sont directement suggérés par I’énoncé. En
effet, posons :

nous obtenons directement [hl, hQ} = hs. De plus, I commutant avec toutes les matrices, [hg, hg} =
0, et [h3, hl} = 0. Nous retrouvons donc bien les relations de commutation de I'algebre de Heisen-
berg.

\hy=i, hy=p, hg=ihl

Dans la suite de ce probleme, nous allons examiner deux opérateurs particuliers : 'opérateur
e™®/" dont on admettra qu'il correspond & modifier 'impulsion de la particule de la facon sui-
vante : p — p+ «, autrement dit cet opérateur impose un décalage en fréquence de I’onde associée
A la particule; et Popérateur ¢””/" dont on admettra qu’il correspond & imposer une translation
du systeme z +— x + (.

Puisque la multiplication matricielle n’est généralement pas commutative, la relation de morphisme
de Pexponentielle : e**? = ¢® ¢® n’est plus vérifiée a priori si a et b sont des matrices. Dans ce cas,
il est possible d’établir le résultat suivant, appelé relation de Baker-Campbell-Hausdorff :

eXel = = Z=X+Y+%[X7Y} +1_12[X7[X7Y” _%[K[X»YH o (12)

ol ... sont des termes mettant en jeu un plus grand nombre de commutateurs imbriqués.
7) Montrer la relation suivante, connue sous le nom de théoreme de Stone-von Neumann :
67La5£/h . ei,@ﬁ/ﬁ _ e—iaﬁ/h . eiﬁﬁ/ﬁ . eiai/ﬁ ) (13>

La signification de ce résultat est la suivante : puisqu’en mécanique quantique, contrairement a la
mécanique classique, les opérateurs représentant les mesures de position et d’impulsion ne com-
mutent pas, 'ordre dans lequel s’effectuent la translation et le décalage en fréquence d’une particule



est important. En effet, suivant I'ordre dans lequel ces deux transformations sont appliquées, le
vecteur d’état du systeme est affecté d’un facteur de phase e’*?/" supplémentaire.

Cette question est vraiment plus difficile que le niveau exigé pour l’examen, elle n’est pas a travailler
en priorité. En effet, elle demande non seulement d’avoir bien compris le probleme, mais également
d’enchainer plusieurs étapes sans étre quidé.

La premiere étape consiste a bien comprendre ce qui est attendu de nous d’apres 1’énoncé. Le
théoreme de Stone-von Neumann relie deux expressions mettant en jeu des exponentielles matri-
cielles. Nous avons également a disposition la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Le résultat
du théoreme suggere d’appliquer cette formule pour :
(1e %5
X=— ., Y
h

_ b
h

Grace aux relations de commutation de I’algebre de Heisenberg, et en utilisant le fait que I commute
avec toutes les matrices, nous obtenons :

Z=@+@+l{@ zﬂ_ﬁ]+i[@ ( O‘ﬁ)-mﬂ}—i[w—ﬁ ( “5)~¢hﬂ]+...
(14)

h h 2| B h 12 '\ B 120 A\ R
. ifp  iaf

— PP T 14,

T h "o MY

Maintenant, remarquons une deuxieme propriété de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff : si
[X , Y] =0, alors eX*Y = eX e¥. En particulier, si Y oc I, alors cette égalité est valable.

Appliquons nos résultats précédents au membre de gauche de 1’équation du theoreme :

i@/l | iBp/h _ giad/h+iBp/h—iaf/2hl

_ efiaﬁ/Qﬁ . eiai/?ﬂri,@ﬁ/h ) (15)
De méme,
iBD/h  giad/h _ iad/ItiBp/htias/2h]
_ eia,@/?h . eiozi‘/ﬁ—i-iﬁﬁ/h (16>
- )

ou la différence de signe vient du fait que X et Y ont échangé leurs roles dans ce cas, donc leur
commutateur change de signe.

Finalement,

gl /lkiBp/h _ | j—iaB/2h  iBp/h _ jiad/h _ iaB/2h  jiad/h  iBp/h| (17)

ce qui conclut la preuve du théoreme.



Compléments de mathématiques

Examen session 1 : 21/12/2023

Calculatrices, documents et téléphones interdits — Durée : 1h30

Questions de cours (8 points) : Définir en une phrase les notions suivantes : produit scalaire,
matrice orthogonale, endomorphisme.

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :
1) dim(Ker(f))— dim(E) = dim(Im(f)) .

2) Le polynome caractéristique est toujours un polynoéme annulateur.

3) p est un projecteur si et seulement si p* = p.

4) Le polynome 5 X2 + 2 X + 3 est scindé dans R.

5) Toute application bilinéaire en dimension n peut étre associée a une matrice de M,,,(R).

Exercice d’application (4 points) :

1] Avec une méthode au choix, inversez la matrice suivante :

011
1 01
110

2] La matrice suivante est-elle diagonalisable ? Si oui, la mettre sous forme diagonale.

20 0
01 2
0 2 -1

Probléme (8 points) : Transformations du groupe de Galilée

En mécanique classique, les transformations qui permettent de changer de référentiel tout en
préservant les longueurs et l'orientation des axes (donc le sens du produit vectoriel) forment un
groupe, appelé groupe de Galilée. Ce probleme propose d’étudier quelques propriétés élémentaires
de la représentation matricielle des transformations de ce groupe.

Considérons d’abord les isométries de R?, c’est & dire les transformations qui préservent les lon-
gueurs. Elles forment le groupe euclidien E(3) (groupe spécial euclidien SE(3) si, de plus, elles
préservent 'orientation).



)

Comment s’appellent les matrices qui préservent ’orthogonalité et la norme des vecteurs ?
Quel groupe forment-elles 7 Qu’en est-il des transformations qui de plus préservent I'orien-
tation (c’est a dire ont un déterminant égal a 1) 7

Dans le groupe des isométries se trouvent également les translations. Cependant, bien que
celles-ci soient linéaires, il n’est pas si facile de trouver une écriture dans laquelle les trans-
lations et les rotations se comportent de maniere compatible a ce qui est attendu. Pour cela,
une fagon simple est de passer d’une représentation a trois dimensions a une représentation
a quatre dimensions.

Soit M la transformation qui fait subir au vecteur r une rotation O, puis une translation
de vecteur ry. Que vaut M -r?

r
1
I'identification des coefficients, M est écrite comme une matrice définie par blocs. Dans
I’expression suivante, donner la taille des blocs, et identifiez les éléments manquants.

(1) Gor) ()= ()

Quelle est l'expression des trois matrices de rotation autour des axes principaux d’un
systeme dans une base donnée ?

La position d'un objet est représentée par la matrice colonne ) Afin de simplifier

En déduire que SO(3) peut étre décrit par trois parametres réels. En déduire que le groupe
SE(3) décrit par les matrices précédentes peut entierement étre décrit par le choix de 6
parametres réels. Attention, ces ensembles ne sont pas des espaces vectoriels !

Quel est I'élément neutre de (SE(3), x) (élément e tel que M -e =e- M = M) ? Calculer
M~

Le groupe de Galilée G(3) comprend une derniere série de transformations, appelés boosts,
qui correspondent aux changements de référentiel galiléens (mouvement de translation rec-
tiligne uniforme de vitesse v et décalage de 'horloge de ty). Afin de les prendre en compte,
nous utilisons la méme astuce que ci-dessus en ajoutant une composante de plus au vecteur

r
position, qui devient | ¢ |. Dans 'expression suivante, déterminez la taille des blocs, ainsi
1
que les éléments manquants.
r ? Vo ? ?
1 7101 1

En déduire que si G; est une translation d’espace (pas de rotation, pas de boost), et G3 un
boost (sans rotation ni translation d’espace), alors [Gl, Gg] = 0.



Compléments de mathématiques

Examen session 2 : 09/01/2024

Calculatrices, documents et téléphones interdits — Durée : 1h30

Questions de cours (8 points) : Définir en une phrase les notions suivantes : polynome mini-
mal, matrice nilpotente, bloc de Jordan.

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :
. n(n+1

1) dim(A,(R)) = %

2) [A,B]=A-B-B-A.

3) Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthogonale.

4) Sirank(f) < n, alors det(F) = 0.

5) Dans C, toutes les matrices sont trigonalisables.

Exercice d’application (4 points) :

1] Les matrices suivantes définissent-elles un produit scalaire ?

01 1 2 00 2 0 0 2 0 0
M=101] M=l0oo0o0o|,Mm=[010],Mm=(0-50], ()
110 00 3 00 3 0 0 3
2 1 1 3009
Ms=|001],M=]030 (2)

00 3 10 3

2] La matrice suivante transforme-t-elle une base orthonormale directe en une base orthonor-
male directe ?

V3/2  1/2 0
1/2  —/3/2 0
0 0 1

Probléme (8 points) : Le groupe SL(Z,R)

Le groupe SL (2, R), ou groupe spécial linéaire de dimension 2, est le groupe de toutes les matrices
2 x 2 de déterminant égal a 1.



1) Combien de parameétres réels indépendants sont nécessaires pour décrire toutes les matrices
de ce groupe.

2) Montrer que si A € SL(Q,R), et B € SL(Q,R), alors A- B € SL(Z,R).
3) Montrer que si A € SL(2,R), alors A~ € SL(2,R).

: ~( cos(f) —sin(h)
4) Soit R(0) = ( sin(6)  cos(6)
est le nom du groupe qui rassemble toutes les matrices de cette forme 7 Est-elle une matrice
de SL(2,R) ?

). A quel type de transformation R correspond-elle 7 Quel

5) Soit A = ( (2 2 > une matrice de SL(2, ]R). A T'aide d’une méthode de votre choix, calculer
AL

6) Montrer que, si A € SL (Q,R), alors :
A€ Sp(A) = X —Tr(A)A+1=0

7) En déduire que les matrices de SL (2,]R) se décomposent en trois sous ensembles selon la
valeur de leur trace. On pourra pour cela chercher les solutions de I’équation précédente.

8) Montrer que ces trois ensembles correspondent a un spectre composé de (i) deux valeurs com-
plexes conjuguées, (ii) une racine double, pouvant prendre deux valeurs que 'on précisera,
(iii) deux valeurs inverses l'une de l'autre. Attribuez ces trois cas aux trois ensembles de
valeurs possibles de la trace de la matrice définis en 7).

Bonus : Les matrices de SL(2, R) peuvent étre décomposées suivant la décomposition dite d’Iwa-
sawa. Dans cette décomposition, chaque matrice M de SL (2, R) s’écrit sous la forme M = K-A-N,

avec
c R* N € Lo cR
T + s O 1 xr

el 2 Yo acf(; )

Identifiez chaque élément de cette décomposition suivant les classes de matrices définies en 7).
Démontrez qu’il est effectivement possible d’appliquer une décomposition d’Iwasawa a chaque
élément du groupe spécial linéaire. On pourra commencer par vérifier que le nombre de parametres
libres est bien cohérent avec celui de la question 1), que le déterminant de K - A- N est bien égal a
un, et utiliser le fait que tout nombre réel y peut étre mis sous la forme y = cotan(f) avec 6 €]0; 7|
pour trouver les nombres 6, r et x associés a une matrice donnée de SL (2, R).

L’intérét principal de la décomposition précédente est que chacun des trois ensembles correspondent
a des transformations géométriques bien identifiées (mais que 1'on ne présentera pas ici), ce qui
permet de donner un sens géométrique a une matrice spéciale linéaire donnée.



Examen blanc : Compléments de mathématiques

Date limite de rendu : 15/11/2024

Calculatrices, documents et téléphones interdits — Durée : 1h30

Questions de cours : (8 points)

Définir en une phrase les notions suivantes : famille de vecteurs génératrice d’'un ensemble, base
d’un espace vectoriel, matrice triangulaire inférieure.

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :
1) dim(Vect({€1 8,8 — &y, —E — gl})) _3
2) Toute matrice triangulaire supérieure est diagonale.

3) Toute matrice triangulaire supérieure et symétrique est diagonale.

4) 1l n’existe pas de matrice a la fois triangulaire inférieure et antisymétrique.

5) dim(D,(R)) =n — 1.

Exercice d’application : (4 points)

1] Résoudre le systeme suivant :

r + dy — 2z =1
2z + 3z =
3v — y — 2z = 3

]
—~
—_
~—

2] Sachant que l'exponentielle matricielle est définie par exp(M) = Z
i=1

i

— calculer I'expo-
i!

nentielle de la matrice suivante :

o O O
S O N

1
2 | , ou justifiez si cela est impossible.
0

Probléeme : Modele de Lorenz (8 points)

Attention : Ce probléme est long, il n’est pas attendu que vous le résolviez en entier. En plus
des 8 points restants, les questions supplémentaires rapportent des points en bonus qui sortent du
baréeme de notation. Des résultats intermédiaires sont donnés a intervalle régulier, et peuvent étre



utilisés directement sans démonstration. De la sorte, vous pouvez traiter les différentes parties de
ce probleme dans l'ordre qui vous convient le mieux. En revanche, il vous est demandé de préciser
listblement quelle est la question que vous cherchez a résoudre.

Le modele de Lorenz est un modele simplifié visant a décrire I’évolution des conditions atmosphériques
autour du globe, mis au point en 1963. Malgré sa formulation extrémement simple, ce modele est
riche d’enseignement. Il a par exemple historiquement été le premier modele a montrer que les
systemes météorologiques sont chaotiques (c¢’est a dire qu'une imprécision infime sur les conditions
initiales peut avoir un impact majeur sur les solutions des équations dans des temps relativement
courts). Ce probleme propose d’étudier quelques propriétés simples de ce modele.

Ce modele repose sur trois variables, notées conventionnellement z, y et z, décrivant les échanges
entre 'atmosphere et 1'océan. Elles sont reliées respectivement a l'intensité du mouvement de
convection au sein de 'atmosphere, a la différence de température entre les courants ascendants
et descendants, et a la non-linéarité du profil de température. Leur évolution au cours du temps
peut alors étre décrite par le systeme différentiel suivant :

= o (y(t) — 2(1)
Y = palt) — ylt) — 2(2) =) - @)
% = at)y(r) - 5 (1)

ou g, p et 0 sont des constantes positives.
1) Ce systeme est-il linéaire ?

2) Dans la suite, nous allons nous intéresser uniquement au comportement du systéme au
voisinage de solutions stables dans le temps. Que peut-on dire du membre de gauche du
systeme différentiel pour de telles solutions ?

3) Résoudre le systeme précédent en distinguant bien les cas p < 1 et p > 1, pour des raisons
que l'on précisera. Deux voies sont proposées :

e Linéarisez d’abord le systéme au voisinage du vecteur nul (c’est a dire, supposez que
x, y et z sont petits, négligez les termes adéquats et résolvez le nouveau systeme plus
simple). Quel(les) solution(s) est/sont possible(s)? Dans le cas ou p > 1, montrer que
les solutions restantes sont de la forme :

(£ VBl =1, =Bl —-1).p-1)

e Résolvez directement le systeme entier.

Bien entendu, une seule des deux propositions ci-dessus doit étre choisie. La seconde voie,
plus difficile, rapporte plus de points.



4)

Dans la suite, nous appellerons Fy, P; et P les trois points fixes, Py étant le point le plus
proche du vecteur nul. Afin d’étudier le comportement des solutions dans leur voisinage,
il est utile de calculer la matrice J suivante, dite matrice Jacobienne du systeme : si nous

appelons X le vecteur des inconnues, et V' le vecteur du systeme, de sorte que T V(X)

(attention, la forme matricielle ne peut étre utilisée que pour des systémes
linéaires), alors

ov, 9V, IV,
Joxr Oy 0z
av, 0oV, IV,
J = or 0Oy 0z
ov, oV, IV,
oxr Oy 0z

Montrer que :

Que vaut J au point Fy?

Montrer que dans la base dans laquelle J est écrite, R? s’écrit comme la somme directe de
deux espaces.

En se placant dans le sous-espace dont la dimension est 1, résoudre le systeme différentiel
réduit a ce sous-espace. Qu’en déduisez vous vis-a-vis de la stabilité des solutions dans la
direction z 7

Nous admettons que la stabilité dans les deux autres directions est donnée par les racines
(A1, A2) du polynome suivant :

X2+ (oc+1)X +0o(1—p) (4)
Quel est le signe de ces racines ?

BONUS : Donner leur expression.

En admettant que la conséquence du calcul précédent est qu’il existe une base dans laquelle,

/
= J - X', dont on

au voisinage de 0, le systeme différentiel se met sous la forme

dt
remarquera qu’elle est linéaire, avec
A 0 0
J = 0 X O (5)
0 0 -—-p

déduire des questions précédentes la stabilité du point fixe P lorsque p < 1.

10) Répondre & la méme question si p > 1.



11) Donner les expressions J; et Jy de J aux points fixes P; et P, identifiés précédemment.

12) La linéarisation du systeme au voisinage de Py et P, donne les résultats suivants que nous
admettrons : pour 1 < p < p* , il existe de nouveau trois solutions réelles au probleme, de
sorte que J; et Jy se mettent également sous forme diagonale, avec trois coefficients Ay, Ao
et A3 négatifs. Que peut-on en déduire sur la stabilité du systeme au voisinage de ces deux
points fixes?

13) Pour p > p*, Ay et A3 sont deux nombres complexes conjugués de parties imaginaires non
nulles et de parties réelles positives. Conclure sur la stabilité de P, et P, dans ces régions.

14) Faire un schéma récapitulatif de I'existence et de la stabilité des points fixes en fonction
de p.

Questions hors baréme : (ne comptent pas dans les 1h30 de composition).

1) Jai trouvé cette évaluation : trop facile, facile, ni facile ni difficile, difficile, trop difficile.

2) Jai trouvé cette évaluation : trop courte, assez courte, de longueur adaptée, assez longue,
trop longue.



Compléments de mathématiques

Examen session 1 : 18/12/2024

Calculatrices, documents et téléphones interdits — Durée : 2h00

Questions de cours (8 points) : Définir en une phrase les notions suivantes : endomorphisme,
base orthogonale, application bilinéaire.

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :

1) M trigonalisable = det(M) = H M.

i=1
2) dim(Kerf)> dim(F)

3) det(f) =0 < dim(Imf) # dim(F)

4) P[X]= X? —3X + 2 est un polynéome scindé dans R.

5) Toute matrice est diagonalisable dans C.

Exercice d’application (4 points) :

1] Avec une méthode au choix, inversez la matrice suivante :

2 0 4
T 17 (1)
4 0 2
Cette matrice est-elle diagonalisable (justifiez) 7
2] Calculer le déterminant suivant :

11111

222 22

3 3333

4 4 4 4 4

555 55




Probléeme (8 points) : Isotopomeres de la molécule de thiophosgene

Avertissement : Le probleme suivant traite de physique moléculaire. Aucune notion préalable dans
ce domaine n’est requise pour la résolution du probléme. Toutes les définitions et toutes les équations
nécessaires a sa résolution sont données dans l’énoncé. Tout outil technique nécessaire a la résolution
des questions se trouve dans le cours délivré au cours du semestre.

L’état fondamental de la molécule de thiophosgene CSCl; est plan, comme indiqué sur la figure 1.
Cependant, cette derniere comporte trois isotopoméres correspondant a des configurations stables
dans lesquelles le nombre de neutrons de I’atome de chlore peut varier. Il y a donc trois possibilités :

une molécule avec deux atomes 2>Cl, une molécule avec deux atomes 3"Cl et une molécule avec un
atome de 2°Cl et 3"CL.

X 'A, state (planar)

37C1 a

37Cl

(ii) (iii)

FIGURE 1 — Figure extraite de T. Fujimara et al., Journal of Molecular Spectroscopy, 22, 331-
340 (2005). Configurations des trois isotopomeres de la molécule de thiophosgene dans son état
fondamental. L’atome central, ne possédant pas de nom, est I’atome de carbone.

Dans cet exercice, nous nous intéressons aux modes de rotation de la molécule de thiophosgene.
Bien entendu, ceux-ci sont affectés par la masse des atomes de chlore qu’elle comporte. Ils sont
décrits par trois moments angulaires, J,, J, et J., déterminés dans les trois directions propres de
la molécule : les deux premieres sont données par les vecteurs a et b apparaissant sur la figure
1, le troisieme axe, c pointant dans la direction du lecteur. Nous regroupons les trois moments
angulaires sous la forme d’un vecteur :

Ja
J=1 J (2)
Je

1) L’énergie de la molécule pour une configuration, et un ensemble de moments angulaires
donnés est exprimée sous la forme :

Ey(J)="J-H-J, (3)

ou H est une matrice de M3(R). Quel type de fonction est E (il vous est demandé d’utiliser
précisément la terminologie du cours) 7



2)

Dans la base correspondant & lisotopomere ayant deux atomes 3°Cl, la matrice H est
diagonale :
A 0 0
H=| 0 B 0 (4)
0o 0 C

En vous basant sur les symétries du systeme, discutez de la possibilité que H soit encore
diagonale dans la méme base pour les deux autres isotopomeres.

Toujours en raisonnant sur les symétries du probleme, montrer que 1’espace peut étre écrit
comme la somme directe de deux espaces vectoriels que 1’on précisera, et telle que, pour
les trois isotopomeres, I'écriture de H dans une base adaptée a cette décomposition est
diagonale par blocs.

En déduire I’écriture de la matrice de passage permettant de décrire le décalage de la base
{a, b} représenté sur la figure 1.

Indice : On pourra s’aider des matrices de rotation.

L’effet d’une rotation autour de I’axe ¢ sur une matrice est exprimée par I'intermédiaire de
cos(f) —sin(d) 0

R(0) = | sin(f) cos(f) 0 (5)
0 0 1

par M' =R - M -R~'. Comment s’appelle le groupe comprenant les matrices R ?
Calculer la matrice H dans une base décalée d'un angle 6.

Les données issues de I’analyse spectroscopique de la molécule permettent de déterminer
que pour 'isotopomere 3" CI37Cl, 0 = 90°. Ecrire H, puis Ey dans cette nouvelle base.

De méme, pour isotopomere 335CI37Cl, 67 = 38°. Ecrire H, puis Ey dans cette nouvelle
base. Vos résultats sont-ils cohérents avec votre pré-analyse en termes de symétries ?

Question bonus : Interprétation des spectres

Chaque état de la molécule est repéré par trois nombres, dits nombres quantiques, qui
prennent des valeurs entieres, et dont la valeur permet de spécifier les caractéristiques de
I’état dans lequel la molécule se trouve. Ces nombres sont notés par exemple 541 (voir figure
2). Une transition qui change la valeur du second nombre quantique est dite < de type b > |
une transition qui affecte le troisieme nombre quantique est dite < de type a >.

Commentez 'influence de la rotation des axes de la base propre de la molécule sur le type
de transition observée en vous basant sur la figure 2.

Le spectre observé lors de ’étude spectroscopique de 'isotopomere 3°CI*°Cl est représenté
sur la figure 3. Comment déterminer si l'inversion d’axes a bien eu lieu?



Axis-switch

550 1 > 1 S50
559 — — 54
541 — ><:_ﬁ_ Ss1

b-type b-type

b-type a-type

S50 — Ss0
56— _ 5
54y — 5

PQ1 RQO PQ1 RQO

FIGURE 2 — Figure extraite de T. Fujimara et al., Journal of Molecular Spectroscopy, 22, 331-
340 (2005) décrivant des transitions possibles entre trois niveaux d’énergie donnés de la molécule
correspondant a l'isotopomere *>CI1?°Cl. La colonne de gauche décrit le spectre sans axes inversés,
celui de la colonne de droite le spectre apres inversion des axes. Les niveaux du bas correspondent
a l’état fondamental représenté sur la figure 1, ceux du haut a la configuration du premier état
excité.

Formulaire :

e c0s(38°) ~ 0.78801
o 5in(38°) ~ 0.61566



a-type without
axis switching

b-type without
axis switching

b-type with
axis switching

relative intensity

Observed

19192.7 19192.8 19192.9
wavenumber / cm™'

FIGURE 3 — Figure extraite de T. Fujimara et al., Journal of Molecular Spectroscopy, 22, 331-340
(2005) représentant 1'effet de I'inversion des axes sur le spectre de I'isotopomere 3*CI135CL.



Compléments de mathématiques

Examen session 2 : 09/01/2025

Calculatrices, documents et téléphones interdits — Durée : 2h00

Questions de cours (8 points) : Définir en une phrase les notions suivantes : produit scalaire,
trace d'une matrice, projecteur.

Répondez par vrai ou faux aux affirmations suivantes (aucune justification n’est demandée) :

1) dim(Vect{el — €2,€2 — €3,€3 — €4,€4 — 61}) =3.

111
2) rank| 1 0 1 | =3
1 11

2 1 2

3) Ker[ 1 01| =1{0}
2 1 2

) dim(7;-(®)) = "1

n n
5) p projecteur = Z p_' =np.
n!
=0

Exercice d’application (4 points) :

1] Les matrices suivantes définissent-elles un produit scalaire (une justification breve mais valide
et suffisante est demandée) ?

2 7 4
710 |,
40 2

A~ =N
o = O

2 4
710 (1)
4 2

NSNS

2] Définition : Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition interne qui :
(i) est associative;

(ii) admet un élément neutre;

(iii) est telle que I'inverse de chaque élément du groupe soit lui aussi un élément du groupe.

Soit le groupe spécial linéaire SL(2,R) I'ensemble des matrices de Ms(R) qui ont un déterminant
égal a 1. Silon note ” x” la multiplication matricielle, (SL(2, R), ><) est-il un groupe ?



Probleme (8 points) : Stabilité du deutéron

Avertissements :

(i) Le probleme suivant traite de physique nuclélaire. Aucune notion préalable dans ce domaine
n’est requise pour la résolution du probleme. Toutes les définitions et toutes les équations
nécessaires a sa résolution sont données dans l’énoncé. Tout outil technique nécessaire a la
résolution des questions se trouve dans le cours délivré au cours du semestre.

(ii) Le probléme est long. Il n’est pas attendu que vous le résolviez en entier dans le temps
imparti. Des résultats intermédiaires sont régulierement donnés et peuvent étre utilisés a
tout moment pour avancer dans le probléme au dela d’un point de blocage sans justification.

(iii) Les questions 8) et 14) sont des questions donnant lieu a attribution de points en bonus.
La question 8) peut étre raisonnablement traitée si le sujet du probléme est globalement
compris. En revanche, en ce qui concerne la question 14), celle-ci a un niveau de difficulté
bien supérieur et il vous est fortement conseillé de vous concentrer sur les autres questions
avant d’y répondre.

Le noyau atomique est principalement constitué de protons et de neutrons. Pour expliquer la
stabilité de celui-ci, il est nécessaire de comprendre comment agit ["interaction forte qui maintient
ces éléments ensemble malgré la force électromagnétique qui n’est pas favorable a leur assemblage.

| particule | masse (MeV) |

proton 982.213
neutron 939.507

TABLE 1 — Masses du proton et du neutron.

Un premier pas dans la direction de la modélisation de cette force a été accompli en remarquant
que les masses du proton et du neutron (données dans la table 1 en unités d’énergie, qui est
I'unité courante en physique nuclélaire) sont trés proches 1'une de 'autre. Partant du principe
que le proton, contrairement au neutron, porte une charge électrique, il peut étre supposé que la
différence de masse observée est due a l'interaction électromagnétique et non pas a la force forte.
Ainsi, du point de vue de I'interaction forte, ces deux particules sont, en premiere approximation,
assimilées a une particule unique, avec deux saveurs différentes, modélisées par un nombre, qui
par convention vaut +1/2 (la valeur positive correspondant au proton) et porte le nom de spin
1sobarique.

e Partie 1 : Les nucléons

1) Nous nous plagons dans la base {proton, neutron}, c’est a dire que le proton est représenté
1 0

par le vecteur ( 0 ), et le neutron par le vecteur ( 1) Donner dans cette base la

représentation de 'opérateur spin isobarique 73 (c’est une matrice de M;(R)), sachant

que le proton et le neutrons sont ses vecteurs propres, et que les valeurs propres associées

sont les valeurs du spin isobarique données ci-dessus.



2) Ecrire dans la méme base les opérateurs 7, et 7_, qui, respectivement, changent un neutron
en proton et un proton en neutron. Que pouvez vous dire de leur noyau ?

3) Les deux opérateurs précédents sont singuliers a cause de la présence d’'une valeur propre
nulle dans leur spectre. Il est alors d’usage de définir les deux opérateurs suivants :

1
T = §(T+ +7-)
(2)
= Y-
T2 = 2(T+ )
Calculer les commutateurs [7’1,7'2], [7'2,7'3] et [73,7'1}-
4) Calculer les anticommutateurs {7‘1,7'2}, {7’2,73} et {7'3,71}~

5) Quelle est 'action de 71 et 75 sur les états proton et neutron ?

6) Soit 72 = 72 + 72 + 7. Calculer son action sur les vecteurs proton et neutron. Calculer son
commutateur avec les opérateurs 71, 7o, 73. Que peut-on en conclure ?

e Partie 2 : Systemes de plusieurs nucléons

7) Nous considérons désormais un systeme de A nucléons, de charge ) = Ze. Le vecteur
représentant ’état du systeme a désormais 2 A composantes, chacune permettant pour
chaque nucléon d’étre soit un proton, soit un neutron (soit une combinaison des deux). Dans
chaque sous-espace correspondant a un nucléon donné, le spin isobarique est déterminé par
la matrice 73(), ol 7 est le numéro du nucléon considéré (entre 1 et A). Le spin isobarique
total est représenté par l'opérateur T3 qui se réduit dans chaque bloc correspondant a un

A
nucléon unique a 73(7). Par abus de langage, nous noterons T3 = E 73(7).
i=1

Ecrire l'opérateur ), qui a une particule associe sa charge, en fonction de 73(i), puis en
fonction de T3 et A.

La représentation d’un état a A nucléons nécessite en réalité deux nombres, T et T3. Ceux-ci
respectent les regles suivantes :

(i) L’état correspondant & T est un vecteur propre de T? de valeur propre T(T + 1).
(ii) T ne peut prendre que des valeurs entieres (positives), ou demi-entieres.

(iii) Pour une valeur de T donnée, il existe 27 + 1 états différents, formant ce que I'on appelle
un état multiplet, qui peuvent étre construit a partir de vecteurs propres de T3 dont la valeur
du spin isobarique prend successivement toutes les valeurs entre —71" et T, par incréments

de 1.

(vi) La création d'un état lié de deux particules de spin isobarique 7' et 7" donne lieu a la
création d’états multiplets pour toutes les valeurs comprises entre !T -1 | et T+ T, avec
un incrément de 1.



8) Question bonus : Pour les particules suivantes, déterminer les valeurs de 7" et T3 associées.
On se rappellera qu’au sein d’'un méme multiplet, les particules ont (quasiment) la méme
masse.

| particule | masse (MeV) |

ot 139.59
0 135.00
T 139.59
pt 770
p° 770
p- 770
w 783
AY 1116
¥t 1189
30 1192
- 1197
=Y 1315
=" 1321
Q- 1321
AT 1232
AT 1232
A° 1232
A~ 1232
Nt 1440
N7 1440
A* 1405
o 1382
¥*0 1382
¥l 1387
=*0 1531
= 1535

TABLE 2 — Masses de différentes particules sensibles a 'interaction forte.

e Partie 3 : Systemes deux nucléons

9) Le deutéron est un état caractérisé par Q = e et A = 2. Que vaut T3 dans son cas?

10) Nous nous placons dans la base {x(++), x(+—), x(—+), x(——)}, ot x(++) est I'état a
deux protons, y(+—) I’état & un proton et un neutron, et ainsi de suite. Ecrire T2 dans
cette base (c’est une matrice de My(R)). La diagonaliser.

11) Que vaut T3 sur chacun des vecteurs de la base de vecteurs propres de T" ainsi exhibée ? En
déduire I’écriture de la matrice T3 dans cette base. Que remarque-t-on ? Les regles énoncées
plus tot concernant 1" et T3 sont-elles vérifiées ?

Indication : Attention, dans ce cas, il y a deux états multiplets différents, c’est a dire deux
groupes de particules, correspondant chacun d deuz valeurs de T différentes (voir régle (iv)
ci-dessus).



12) Dans ce systeéme, il est possible d’isoler un état singulet (une seule particule), et un état
triplet (trois particules). Les écrire en fonction des vecteurs de la base initiale. Donner @ et
A pour chacune des particules ainsi définies.

13) Pour des raisons de symétrie, 'opérateur donnant acces a 1’énergie du systeme doit étre
isotrope, et commuter avec tous les opérateurs caractéristiques de 1’état du systeme. Il est
alors possible de montrer que cet opérateur s’écrit sous la forme :

H(T?) = f(r) T+ g(r) - T*. (3)

Pour obtenir I'énergie E d’un systeme, il faut agir, a droite et a gauche de cette matrice
avec le vecteur représentatif de ce systeme. Montrer que E ne peut prendre, dans ce modele,
que deux valeurs différentes pour un systéme & deux nucléons dans la base adaptée a T2
Ecrire explicitement son expression pour ces états en fonction de f et g.

14) Question bonus : Sachant qu’il est expérimentalement observé que le deutéron dans 1’état
triplet est instable, contrairement a son homologue dans 1’état singulet, lequel de ces deux
états correspond a l'état fondamental du deutéron? Que peut-on en déduire sur la forme
des fonctions f et g7




